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د بره نن پرداتتره   یر جد یکررد یبا رو ن مقالهیدر ااست که  یاز مباحث مهم و کاربرد یکی یکینامید یهاستمیسدار در یجاد نوسانات پایا ده:یکچ

 جراد یمنجرر بره ا   سرطح لغرزش   یبر رو قرار گرفتنکه  یحوه نب ،گرددیمسطح لغزش مطرح  یدر طراح یدیجد دهیا ن منظور،یا یشده است. برا
 دیر بردون اسرتداده و تول   امرر  نیر ا .گردد تیعدم قطع یدارا بستهحلقه ستمیدر سمطلوب دار ینوسانات پا جادیا جهیو در نت داریپا یحد یهاچرته

و برا  بروده   ،ردیپر  یمر صرورت   یکینرام ید یهرا ستمیسدر  یابیرد مسئلهمرسوم در حل  یکردهایرو که در)و مشتقات نن( گنال مرجع متناوب یس
ک مجموعره  ی عنوانبه داریپا یچرته حد نظر گرفتنبا در ن منظور یا یبرا .رفته استیمثبت صورت پ  یحد ا ویپا یهامجموعهاستداده از مدهوم 

شرکل   متداوت و متناسرب برا   ایگونهبهنقطه تعادل(  یداریز پایننال جایبه) هامجموعه یداریپاز یننال یمناسب برااپانوف یتابع ل مثبت، یحدا و یپا
در معرادتت  دار یر پا یجراد چرتره حرد   یا یمناسب بررا  یمجاز ی، ورودیاپانوف انتخابیتابع ل یبر مبنا ،. سپسشودیمانتخاب  هدف یچرته حد

جاد یجهت امناسب  یو قانون کنترلانتخاب شده  یمجاز ین ورودیبر اساس ا مطلوبزش پس از نن، سطح لغ .گرددیم یافته طراحیکاهش مرتبه 
ستم ربات یس کی یبر رو یسازهیشبج یه است. نتادیگرد یزمان محدود به سطح لغزش م کور طراح یابیو دست یتروجدر پاسخ نوسانات مطلوب 

 یدار در تروجر یجاد نوسانات پایربات و ا بستهحلقهستم یدر س داریپا ید چرته حدیرا در تول یشنهادیپ کنندهکنترل کارایی، ریپ انعطافبا مدصل 
 .دهندیمنشان نن را 
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Abstract: Generation of stable oscillations in the dynamical systems is one of the most important practical issues that have been 

addressed in this paper with a new approach. For this purpose, a novel approach is proposed in designing the sliding surface, such 

that moving on the sliding surface leads to achieving stable limit cycle and consequently stable oscillations in the output of the 

uncertain closed-loop system. This is done without periodic reference signal (and its derivatieves) which is a common approach in 

solving the tracking problem in dynamical systems and is done using the concept of positive limit sets. For this purpose, considering 

a limit cycle as an invariant and positive limit set, the Lyapunov function that is suitable for stability analysis of the invariant sets 

(instead of stability analysis of equilibrium point) is selected in a different way depend on the geometric shape of the target limit 

cycle. Next, based on this Lyapunov function, the suitable virtual control input is designed in order to create the considered stable 

limit cycle in the reduced order equations. After that, the suitable sliding surface is selected according to this virtual control input and 

appropriate control input is designed to reach the sliding surface in the finite time and create the admissible oscillations in the output 

response. Simulation results on single link flexible joint robot demonstrate the proficiency of the proposed controller in generating 

stable limit cycle in the closed-loop robot system and creating stable oscillations in its output. 
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 مقدمه -1

از مباحث مهرم در   یکی، یرتطیغ یهاستمیسدار در یجاد نوسانات پایا
ن نوسرانات  یا کاربردی بودن دلیلبهت ین اهمیا .باشدیمکنترل  یتئور

 یسررازهانوسرران لیرراز قب یعلرروم مهندسرر یهررانررهیزماز  یاریدر بسرر
 یحرکت یالگوها ،[9،2]قدرت  یهامبدل ،[1] یشگاهینزما یکیالکترون
مثرل   شرود یممشاهده  یصنعت یهاربات ای و نماانسان یهارباتکه در 
نن، حرکرت ربرات را    یاپیپ تکرار که نماانسانربات  برداشتنقدم یالگو

با اسرتداده از   شوندهتیهدا یهاربات یناوبر راًیو ات [4] شودیممنجر 
 [5] داریررپا یچرترره حررد یدارا لیدرانسرریفرراز معررادتت د یرهایمسرر
 .باشدیم

دار در یرراد نوسررانات پیررتول منظرروربررهکرررد عمررده یترراکنون، دو رو
 یمسرئله کررد اول،  یشنهاد شرده اسرت. در رو  یپ یرتطیغ یهاستمیس
گنال مرجع متناوب در یک سی یابیرد یمسئلهدار به یجاد نوسانات پایا

ن اسرراس یررکرره بررر ا شررودیمررل یسررتم حلقرره بسررته تبرردیس یتروجر 
 یبرررا و هوشررمند یلرریتحل یرتطرریگونرراگون غ یهرراکننرردهکنترررل

از . [4،1] شرنهاد داده شرده اسرت   یگون پگونرا  برا سراتتار   یهاستمیس
گنال مرجرع و مشرتقات   ید سر یاز به تولین توانیمکرد را ین رویب ایمعا

در . دیر گردارائره   یکرد دومیرو ننطرف نمودن بر یبرا که نن ذکر کرد
نقطرره تعررادل برره  یداریرراپررانوف از پایل یداریررپا یایقضرراکرررد دوم یرو
کررد، قرانون   ین رویر اسراس ا  رب. شودیمبسط داده  هامجموعه یداریپا

 یجراد چرتره حرد   یکره باعرث ا   گرردد یمر  یطراحر  ایگونهبه یکنترل
کره   گرردد  بسرته حلقهستم یدر س مثبت( یک مجموعه حدی عنوانبه)

برا   امرر ن یا .شودیمستم یس یدر ترجدار یجاد نوسانات پایتود باعث ا
اسراس  ن ترابع برر   یر او  ردیپر  یمصورت اپانوف یانتخاب متداوت تابع ل

 [0-68] . مراجرع شرود یمر انتخاب مطلوب  یچرته حد یشکل هندس
 یهرا سرتم یس یبررا کررد،  ین رویر برر اسراس ا  مناسب را  یقانون کنترل

 CLFهمچرون   یرتطیغ یهاکیتکنگوناگون و با استداده از  یرتطیغ
 رغرم بره است که  ین در حالی. ااندنموده یطراح …و  [3] پسگام [،0]
کررد  ین رویر مقاوم بر اساس ا یقانون کنترل یاحکرد، طرین رویا یایمزا

از  یمقاتت تنها مدل نرام اکثر و  گرفته استکمتر مد نظر قرار تاکنون 
 یلر یدته که بر  واضح است .اندگرفتهنظر در  یروند طراحستم را در یس
 یریر گانردازه ، وجرود تطرا در   یسراز مردل نرد  یدر فرا یسازسادهر ینظ

رونرد  در  ینیقینرا  یهرا ترم، یشات تارجا اغتشایستم و یس یپارامترها
 نظر گررفتن که عدم در  گرددیمجاد یا یکیزیف یهاستمیس یسازمدل
منجررر برره عملکرررد نررامطلوب  ،کننرردهکنترررل یدر رونررد طراحرر هررانن

مرجرع  در بر همین اساس،  .گرددیم در عمل شدهیطراح کنندهکنترل
از  یتاصر  دسرته در  یجراد چرتره حرد   یا یک روش مقاوم برای[ 66]
[ صررفاً  66مرجرع ] در ده است. البتره  یارائه گرد یرتطیغ یهاستمیس
و چرتره   انرد گرفتهمورد مطالعه قرار  2غیرتطی از مرتبه  یهاستمیس

 یسراز مقراوم با استداده از روش برازطراحی لیاپرانوفی    جادشدهیاحدی 
غیرتطی  یهاستمیسگردیده است. مرجع م کور از این جنبه که صرفاً 

را بررسی نموده است دارای محردودیت کراربردی بروده و از     2مرتبه از 

عملی که ایجراد نوسرانات پایردار در     یهاستمیسننجایی که بسیاری از 
که بحث ایجراد  تب باتتر هستند ل ا نیاز است اهمیت دارد، از مرا هانن

از مراتب باتتر نیز مورد بررسی  ییهاستمیسحدی مقاوم در  یهاچرته
که البته برا تکنیکری    باشدیمین امر موضوع مقاله حاضر گیرد که اقرار 

 [ به نن پرداتته شده است.66متداوت از مرجع ]
 یروش کنترلر ، کننرده کنتررل  یمقاوم در طراح یهاکیتکناز  یکی

شرامل دو   یتلاصه، مد لغزش طوربه. [62] باشدیم (SMC) یمد لغزش
ن رونرد ابتردا سرطح    یدر ا غزش.و فاز ل یابی: فاز دستباشدیم یفاز اصل

 یکه معادتت حرکرت برر رو   گرددیم یطراح ینحوه لغزش مناسب ب
در فاز  د.نباش یدار مجانبیافته( پایسطح لغزش )معادتت کاهش مرتبه 

تارج  توانندیمحالت  یرهایمتغ هیط اولیشرانکه یابا توجه به  یابیدست
که  گرددیم یطراح یبه نحو یقانون کنترل د،رنیاز سطح لغزش قرار گ

بره دنبرال    به سرطح لغرزش در زمران محردود محقر. شرود.       یابیدست
که عملکرد مناسب در  شودیمبه سطح لغزش، فاز لغزش نغاز  یابیدست
 .گرددیم ازن فاز به انتخاب مناسب سطح لغزش بیا

مبرد  در   یدارسراز یپا منظوربهعمدتاً  یک مد لغزشیتاکنون، از تکن
ت یررعرردم قطع یدارا یهرراسررتمیسل یررن از قبگونرراگو یهرراسررتمیس
زمرران -گسسررته یهرراسررتمیس، [61] یفرراز یهرراسررتمیس، [67،69]
اسرتداده شرده اسرت.     [63،60]ر یتأت یدارا یهاستمیسا یو  [64،61]

گنال مرجررع، ابترردا یسرر یابیررک در ردیررن تکنیرردر اسررتداده از ا یحترر
 یحرو نبره و سپس سطح لغزش  شودیمک تطا نوشته ینامیمعادتت د

 ن شرود یک تطرا تضرم  یر نامید یمبد  برا یداریکه پا گرددیم یطراح
[28،62.] 

دار یر پا یحد یهاچرتهجاد یا منظوربهک ین تکنی، از ان مقالهیدر ا
ا بر  امرر ن ی. اشودیمت سازگار استداده یعدم قطع یدارا یهاستمیسدر 

 ،رفتره اسرت  یسطح لغرزش انجرام پ    یطراحمتداوت در  یکردیارائه رو
سرطح لغرزش    یسرتم برر رو  یفراز س  یرهایواقع شدن مسکه  ینحوبه

در معرادتت کراهش    مطلروب  یچرته حد جادیامنجر به  شدهیطراح
)در  سرتم یس یدر تروجر دار یسانات پاجاد نویاجه یو در نت افتهیمرتبه 
 شود. (یسازگار با ورود ینیقینا یهاترمحضور 

 یاصرول طراحر  ، هیر پاف یا و تعرار یقضا یپس از ارائه برت در ادامه،
شرح  تدصیلبه ن مقالهیدر ا شدهارائهده یابر اساس  مقاوم کنندهکنترل
ده یر برودن ا  یکراربرد  دادننشران  منظرور بره  ز،یدر انتها ن. شودیمداده 
معادتت  یبرا یشنهادیپ کنندهکنترل، یتئورج ینتا دییتأو  شدهمطرح

تم مرتبره چهرار   سیک سیکه  ریپ انعطافربات با مدصل  کی یکینامید
ده است. یگرد یسازهیشبنک یمولیسط یده و در محیگرد یاست طراح

را نشران   یشرنهاد یپ یعملکرد مطلوب قرانون کنترلر   یسازهیشبج ینتا
 .دهندیم

 ایپایهف یا و تعاریقضا -2

 د:یریر را در نظر بگیز یرتطیستم غیس

(6) ( )x f x 
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کرررره   1 2[ ... ] 0T n

nx x x x D R D     بررررردار حالررررت و

: nf D R وسته در یک تابع پیD      (0)اسرت کره شرر 0f   را
x(0)0ه یر ( با فرر  شرر  اول  6ستم )یس. پاسخ کندیمبرنورده  x 

)0 صورتبه , )s t x گرددیمان یب. 

nMمجموعه  :[62] 1ف یتعر D R   یایر ک مجموعره پا یر 

0tهر  ی( است اگر به ازا6ستم )یاز س مثبت  ،( , )s t M M  باشد
)که  , ) { ( , ) : }s t M s t x x M . 

است اگر  یمجانبدار یپا Mا و بسته یپا مجموعه: [26] 2ف یتعر

0هر یبرا   0ک یوجود داشته باشد  کهینحوبه: 

(2) (0) ( ) 0x U x t U t      

 :که در عبارت فوق

(9) 
   ( , ) ; ( , )

( , ) inf

n n

y M

U x R dist x M U x R dist x M

dist x M x y

  



     

 
 

 ن:یمچنه و

(7) lim ( , ) 0
t

dist x M


 

نظر  دررا ( 6ستم )یاز سا مثبت و بسته یمجموعه پا :[62] 1ه یقض

)ر یل پ یدرانسیوسته دیک تابع پی اگرد. یریبگ )V x شته باشدوجود دا 
 :کهینحوبه

6) ( ) 0,V x x M  ، 
2)   ( ) 0, \V x x D M  ، 

9)   ( ) ( / ) ( ) 0, \V x V x f x x D M     . 

 992و  996صردحات  است. )بره   یدار مجانبیپا Mننگاه مجموعه 
 [ مراجعه شود(.62]از مرجع 

 مقاوم یجاد چرخه حدیا -3

کررد  ی. روشرود یمر پرداتتره   یشرنهاد یکررد پ یان روین بخش به بیدر ا
نقطه تعادل بره   یدارسازیاز پا یم کور بر اساس توسعه روش مد لغزش

بره روش مرد    کننرده کنتررل  یطراحر مقراوم اسرت.    یجاد چرته حدیا
 اسرت  سرطح لغرزش   یطراح اول مرحله است:شامل دو مرحله  یلغزش
 مسئله یستم در امتداد سطح لغزش، هدف کنترلیحرکت س کهینحوبه

 کره ینحرو بره  اسرت  یقانون کنترل یدوم، طراحمرحله را برنورده سازد. 
ستم به سمت سطح لغزش حرکت کررده و پرس از   یحالت س یرهایمتغ
 بمانند. ینن باق یبر رو در زمان محدود دن به سطح لغزشیرس

 د:یریر را در نظر بگیز یدر فرم کل یرتطیستم غیس

(1) 
0 1

( , )

( , ) ( , ) ( , )

af

f f u t x

y C

  

     





  



 

]کررررررره  , ]T T nx D R    دار حالرررررررت برررررررر(R   و
1

1 2 1[ , ,..., ]T n

n R    

  ،)u R یکنترلررررررررررررررر یورود ،

 1 2,
T

y   یرتطرررریغ اسررررت. توابررررع  یجررررودار تربررررر

1( , ) : n n

af R R   ،
0( , ) : nf R R    و

1( , ) : nf R R   
(0,0)کرره شرررو    هسررتند همرروار یترروابع 0af  ،0(0,0) 0f   و

1( , ) 0f    ه یررررا در ناحD  نی. همچنرررکننررردیمررربررررنورده 

1 1( , ) 0f f   که  باشدیم
1f ن یر ک ثابت مثبت اسرت. عرلاوه برر ا   ی

) تابع , )t x مثرل   یعواملاز  یناش تواندیمت است که یترم عدم قطع
 ی، تطرا ات در پارامترهر یر ، عردم قطع یسراز مدلند یفرا در یسازساده
وسته یپ یاتکه ،ن تابعیا. باشد یاغتشاش از عوامل یناش ایو  یریگاندازه
ن تابع نرامعلوم  یاگرچه ا. شودیمفر   xهموار در  یکاف اندازهبهو  tدر 

) تابع مثبت نن که یحد باتاست، اما  )x  است معلوم در نظر گرفته
 .شودیم

(1) ( , ) ( )t x x  

 دار دریر جراد نوسرانات پا  یا یمقاوم برا یقانون کنترل یهدف، طراح
ستم یس است. یکرد مد لغزشیبا استداده از رو (1)ستم یس یهایتروج

 یمجراز  یورود عنوانبه توانیمرا هم  فرم رگوتر است و  ی( دارا1)
ن در یبرابنرا در نظرر گرفرت.   (  زیرسیسرتم نن )اول  زیرسیسرتم  یبرا

) یمجاز یمرحله اول، ورود )   شود کره   یطراح یاگونهبهد یبا
 کینامید یعنی افتهیمدل کاهش مرتبه  , ( )af      که در واقرع

دار یپات نابه نوسا، باشدیمسطح لغزش  یمعادتت حرکت بر رو یایگو
)ار داشتن یابد. سپس، با در اتتیمورد نظر دست  )    سرطح لغرزش ،

) صورتبهمناسب  )      د یر ق یده و برا برقررار  یر گرد یطراحر
 طورهمان. شودیممقاوم محاسبه  یزمان محدود، قانون کنترل یابیدست

)، کیکلاسر  یدر مد لغزشر  ز ذکر شدیکه در مقدمه ن )    یبره نحرو 
باشرد.   یدار مجانبیافته پایک کاهش مرتبه ینامیکه د گرددیم یطراح

) ی، طراحر ن مقالره یا یده اصلیا )   اسرت کره معرادتت     ینحرو ه بر
 باشند. مطلوب داریپا یچرته حد یدارا افتهیمرتبهکاهش

 ح لغزشسط یطراح -3-1

در  ینوسران  یهرا پاسرخ جراد  یا یبررا  یمتدراوت  یهرا روش ه بهدر مقدم
جراد پاسرخ   ینجرا، ا ی. در ااشراره گشرت  مختلرف   یکینامید یهاستمیس

قررار   یدار مورد بحث و بررسر یپا یحد یهاچرتهبا استداده از  ینوسان
 ی، بررران قسررمتیرردر ا ذکرشرردهتررا ، روش  طرروربرره. ردیررگیمرر
ا با اعمرال  ی)و هستند  یم نبشاراز مرتبه دلخواه که در فر ییهاستمیس
برا  ، ن روشیر کراربرد دارد. در ا ( نرد ینیمن فرم در یل مناسب به ایتبد

سگام در نن قابرل اعمرال   ده پیستم که ایس یت نبشاریاستداده از تاص
) یمجاز یاست، ورود )   یبازگشت صورتبه، مرحله به مرحله و 
) داشتندستر سپس با د. گرددیممحاسبه  )  یسطح لغزش طراح 

را بررا  (5)سررتم یاز س  زیرسیسررتمن اسرراس، یبررر همرر. گرررددیمرر

1 2n m   د:یریر در نظر بگیز صورتبهر حالت یمتغ 
 

(4) 

1 2

2 2 1 2 2 1 2 3

1 1

( , ) ( , )

( ,..., ) ( ,..., )m m m m m

f g

f g
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که  1 2[ ... ] , 0T m

m D R D       حالت،  یرهایمتغR  

i,...,2,3 یها به ازا ig(.)ها و  if(.)، یمجاز یورود منزلهبه m ،

(0)بررا شررر    Dهمرروار در  یرتطرریتوابررع غ 0if   و( ) 0ig   
 هستند.
) یمحاسبه ورود یبرا )        مناسرب، ابتردا تزم اسرت شرکل
، ین منظور، در حالت کلین گردد. بدییمطلوب تع یچرته حد یهندس
 :میکنیمف یر تعریز مجموعه صورتبهمطلوب را  یته حدچر

(0)  2

1 2:where ( , )mM R r      

1 که 2( , )   و  بروده  ریپ لیدرانسیدوسته یک تابع هموار، مثبت و پی

0r  است.و مثبت ثابت  یمقدار 

1 شکل تابع :1نکته  2( , )   ثابت  دامنه نیو همچنr  در دامنره ،

ثر اسرت و  مر   ،شروند یمجاد یستم ایدار که در سیو فرکانس نوسانات پا
مثرال اگرر    عنوانبهن گردند. ییمطلوب تع ید با توجه به پاسخ نوسانیبا

)1مطلوب  یپاسخ زمان )t  2و( )t باشند ریز صورتبه: 

(3) 
1 0 2 0 0( ) sin , ( ) cos ,t A t t A t      

در اسرت   یوضر یب یشکل هندسر  یدارا که ریز یچرته حد دیبا ننگاه
1صدحه  2  [11گردد ]جاد یا (4) بستهحلقهستم یس یبرا: 

 

(68) 
2 2 2 2

0 1 2

0

,r

r A

  



 


 

ستم حلقه بسته یس ییجهت همگرا یمحاسبه قانون کنترل منظوربه
ستم ی، ابتدا معادله اول و دوم از س(8)در  شدهفیتعر یبه مجموعه حد

 د:یریر در نظر بگیز تصوربهرا  (7)

(66) 1 2

2 2 1 2 2 1 2 3( , ) ( , )f g

 

     



  
در نظرر   یمجاز یورود عنوانبه توانیمرا  3ر ی، متغزیرسیستمن یدر ا

3 یمجاز یگرفت. قانون کنترل 3 1 2( , )    مطلروب   یحد که چرته
 مده است:ر نیه زیدر قض کندیمجاد یا (66) ستمیرا در س

در را  M داریر پا یچرتره حرد   ،ریز یقانون کنترل :[68] 2ه یقض

 :کندیمد ی( تول66ستم )یفاز س صدحه

(62) 
  

3 3 1 2

2

2

2

( , )

1
df k r

g

   

  



    
 

0dkکه    پارامتر ثابت و توابع  و شوندیمف یر تعریز صورتبه: 

(69) 

1 2
1 2

2

1 2
1 2 2 1 2

1

( , )
( , ) ,

( , )
( , ) ( , ).

  
  



  
      













 

اپانوف ین مرجع تابع لیمراجعه شود. در ا [68به مرجع ] اثبات:

 صورتبه 
2

2

2 1 2 1 2( , ) 0.5 ( , )V r      ده که شرو  یانتخاب گرد

ن نشان داده یدارا است. همچن Mمجموعه  یرا برا 6ه ی( قض2( و )6)
اپانوف در ین تابع لیاز ا یریگمشت.ز با ین 6ه یشده که شر  سوم قض

( 62) ی( با اعمال قانون کنترل66) بستهحلقهستم یمعادتت س یراستا
 ■ .گرددیممحق. 

داده از و با اسرت  (4)ستم یس یت نبشاریدر ادامه، با استداده از تاص
. گرردد یمر محاسربه  ( 4ستم )یس یبرا  یمجاز یروش پسگام، ورود

 :شودیمف یر تعریز صورتبه یدیر جدین منظور، ابتدا متغیبد

(67) 
3 3 3 1 2( , )z      

را در نظرر گرفتره و معرادتت     (4)سرتم  یسه معادلره اول از س حال 
1د یستم را در مختصات جدیس 2 3( , , )z  لر ا  .میکنر یمر  یسر یبازنو 
 م:یدار

(61)  
1 2

2

2 2 3

3 3 3 3 3 4 3

dk r g z

z f g

 

   

   



    

    

 

 

که در رابطه فوق    3 1 2 3 1 1 3 2 2( , )              باشدیم .

( 16) زیرسیستم یبرا یمجاز یورود عنوانبه توانیمرا  4ر یمتغحال 
در نظرر   (61)سرتم  یس یبررا  ریر زاپانوف یتابع لدر ادامه در نظر گرفت. 

 :شودیمگرفته 

(61) 
 

2

3 1 2 3 2 1 2 3

2
2 2

1 2 3

1
( , , ) ( , )

2

1 1
( , )

2 2

V z V z

r z

   

  

 

  

 

 جه:یدر نت

(64) 

 

2 2
3 1 2 3 3

1 2

2 2 2 2
2 3

2

3 3 3 4 3

( )d

V V
V z z

V
k r g z

z f g

 
 

 


 

 
  
 


   



  

 

4 با انتخابحال  4 1 2 3( , , )    ریز صورتبه: 

(60) 
4 4 1 2 3

2
3 3 2 3 3

3 2

( , , )

1 V
f g c z

g

    






 
     

 

 

 م:یدار (46)در  (06) یگ اریک ثابت مثبت است و با جای 3c در نن که
 

(63) 2 2 2 2

3 1 2 3 3 3( , , ) ( )dV z k r c z       
 

2 یبره ازا را  (61) اپرانوف یتابع ل کاهشی بودنکه 

1 2( , ) 0r      و

3 0z  یدر نرواح  (36)ن برودن  یمعر  یمندر  با توجه به. دهدیمجه ینت 
، م کور 2

1 2( , ) r     3وz  ن، ی. بنرابرا شروند یمر در همگررا  به صر
2

1 2( , ) r     در صرردحه مطلرروب  یچرترره حرردهمگرررا شررده و

1 2  شودیمجاد یا. 
) یترا محاسربه قرانون کنترلر     یه بازگشرت ین رویا )     ادامره
) یکنترلرر یورود، یدر حالررت کلرر .ابرردییمرر )    در دو حالررت
2m   2وm  شودیمر محاسبه یابط زواز ر: 

2m حالت اول : ن حالت تابعیدر ا( ) تواهرد  ر یز صورتبه

 :بود
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(28) 
  2

2

2

( )

1
df k r

g

  

  



    
 

اپرررررانوف ی، مشرررررت. ترررررابع لیزمجرررررا ین ورودیررررربرررررا ا

 
2

2

2 1 2( , ) 0.5 ( )V r      زیرسیستمدر امتداد  تواهد بود: 

(26) 2 2 2

2 ( )dV k r    

2mحالت دوم :   ن حالرت ترابع  یر در ا ذکرشرده بر اساس رونرد
( )  تواهد بود: 

(22) 
1

1

1

( )

1
( ) ( ) ( )

( )

m
m m m m m

m m

V
f g c z

g z

  

   









 
     

 

 

 ن:یهمچن
 

(29) 

  

 

 

2

3 2

2

2
1 1 1 1 2

1 2

2
2

2

2
2 2 2

3

1

1
( ) for 4,...,

0.5

0.5 0.5 ... 0.5 for 3,...,

d

i
i i i i i i

i i

i i

f k r
g

V
f c z g i m

g z

V r

V r z z i m

   

 






    

 

    


     



 

     

 

 :داریم ابت مثبت هستند ووها ث icکه 

(27) 2 2

1 1( ,..., ), 3,...,i i i i

z

z i m



    



  
 

 ن:یهمچن

(21) 
   

 

1 1 1 1 1 2 2

1 2 2...

i i i

i i i

      

  

  

  

      

  
 

 .اندشدهف ی( تعر96ز در رابطه )ین  و  و توابع
 ر:یاپانوف زیل تابع گرفتن نظر دربا 

(21)  
2

2 2

1 2 3 3

1 1
( , , ,..., ) ( ) 0.5

2 2

m

m m ii
V z z r z   


   

 

جره  یاپرانوف، نت یل مشت. ترابع در  (22) یمجاز یورود یگ اریبا جا
 :گرددیمر حاصل یز

(24) 2 2 2 2

3
( )

m

m d i ii
V k r c z 


    

 زیرسیسرتم فراز   یرهایسر م ییهمگرا (22) یمجاز ین، ورودیبنابرا
2 یرا برره منحنرر  (4)

1 2( , ) 0r      0 یرریهمگراوiz  ی)برررا 
3,...,i m )یدر ترجر دار یر جره، نوسرانات پا  ی. در نتکندیمن یتضم 

2دار یر پا یبه چرته حرد  یابی. دستیاز طر( 4ستم )یس

1 2( , ) r    
1صدحه در  2  گرددیمجاد یا. 

) یگ اریو جا (.) یپس از طراح )    اول از  زیرسیسرتم در
 یکینرام یمعادله د ،(5)ستم یس , ( )af    یچرتره حرد   یدارا 

)سرطح لغرزش    . حالباشدیممطلوب  )      سرطح   عنروان بره

0را ی. زشودیملغزش مناسب در نظر گرفته     معادل برا( )   

0سطح لغزش  یجه با حرکت بر رویبوده و در نت  ،ن یتضم توانیم

 سطح یحرکت بر رونمود که معادتت   , ( )af    ،یری مگراه 

2 یبه مجموعه حد

1 2( , ) r    کندیمن یتضم را. 

 یقانون کنترل یطراح -3-2

بررا اسررتداده از  (5)سررتم یس یبرررا ین قسررمت، قررانون کنترلرر یرردر ا
سرتم حلقره   یترا س  شرود یمر  یطراح ایگونهبه یمد لغزش کنندهکنترل

، بره  یمردل و اغتشاشرات ترارج    یهرا تیر قطعبسته در حضرور عردم   
 ابد.یمطلوب دست  یحدچرته

مرتبه اول، قرانون   یبا استداده از مد لغزش یقانون کنترل یدر طراح
 :[62] ر برقرار باشدیکه شر  ز گرددیم یطراح یبه نحو یکنترل

(20) N   

 شودیمده ینام یابیقانون دستن شر  یک ثابت مثبت است. ای Nکه 

که تارج از سطح لغرزش شرروع    ییرهایمسکه تمام  کندیمن یو تضم
(0)ی)به عبرارت  اندشده 0    ،)در زمران محردود  اسرت rt    بره سرطح

0لغزش   کنندینمرا ترک  نن گرید ده ویرس. 
، ابتردا از سرطح لغرزش مشرت. گرفتره      ینترلر قرانون ک  یطراح یبرا 
 :شودیمجه ینت ((1ستم )معادله )ی. ل ا با استداده از معادله سشودیم

 

(23) 
0 1( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )f f u t x                

)2اپانوف یبا انتخاب تابع ل ) 0.5V   میدار: 

(98) 
 0 1

( ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

V t t

t f f u t t x

  

       



   
 

 :گرددیم یحر طرایز صورتبه یاکنون قانون کنترل

(96) 0

1

f
u

f




 
  

 :دهدیمجه ی(، نت23عبارت فوق در معادله ) یگ اریجا

(92) 
1( , ) ( , )f t x      

)تابع  یحال با توجه به حد بات , )t x  ن ترابع  ییو حد پراf   ترابع
)1مثبت  )x که یبه نحو دینیم دستبه: 

(99) 1

1

( , )
( )

t x
x

f


 

 جه:یدر نت

(97) 
 

1

1 1

( , )

( )

t x f

f x

   

  

 

 
 

)حرررررال برررررا انتخررررراب    )sgn( )x     کررررره در نن

1 0( ) ( ) ,x x    ننگاهباشدیم ،: 

(91) 
 

 

1 1

1 1 0 1

1 0

( ) ( )

( ) ( )

f x x

f x x

f
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 یبره ازا  زمران محردود   یبایدست قانونن، یبنابرا
1 0N f    برقررار

باعث ح ف اثر اغتشاشات در زمان محدود  (96) ید و قانون کنترلیگرد
ه برر  یر ط اولیشرا ،حال اگر در شروع .شودیمستم یس یدر پاسخ تروج

)لغزش  سطح یرو ) 0t     ا یر  :واقع نباشند دو حالرت متصرور اسرت
(0) 0   (0)ا یاست و 0   قرانون   ی. در حالرت اول برقررار  اسرت

N یابیدست   (0) یبرا 0   منجر بهN     شرده و

Nحالررت دوم منجررر برره  یبرررا  ر هررر دو مررورد بررا . دشررودیمرر

حاصرل  جره  ین نتیا tتا  0از شدهحاصلن روابط یاز طرف یریگانتگرال
) که شودیم )t    در زمران محردودrt  ر شرده و بعرد از نن صردر    صرد

که  ماندیم
(0)

rt
N


  .گریعبارت دبهاست( ) 0, rt t t    است 

 یکره قرانون کنترلر    کنرد یمر ن یتضرم  یابیقرانون دسرت   یل ا برقرارو 
 را محق. ساتته است. یابیفاز دست محدود بودنزمان  شدهیطراح

باعث  تواندیمدر عمل گسسته است و  (96) یقانون کنترل :2 نکته

در  صاز نقر  یده ناشر یر ن پدیر ا .شود ستمیدر س نگیچتر دهیپد جادیا
از  تروان یمر  دهیر پد نیح ف ا یبرا .باشدیم در نن ریتأتو  یزنچییسو
 ادیر ز بیبا ش satتابع  نجا ازی. در ااستداده کرد sgnتابع  وستهیپ بیتقر

1/   م:یل ا دار. شودیماستداده 

(91) 

( ) ( )

sgn( )

( )

x sat where

sat


 



  



  



 

 


 




 

 م داشت:ی( تواه97عبارت فوق در معادله ) یگ اریجابا 

(94) 1 1( ) ( ) ( )f x sat x


    


  
    

  
 

ه یل ا در ناح  جه یاز تابع اشباع نت ذکرشدهف یبر اساس تعر

 :گرددیمر حاصل یز

(90) 
  

 

1 1

1 1 0 1

1 0

( )sgn( ) ( )

( ) ( )

f x x

f x x

f for

     

   

   

  

   

  

 

فراز در   یارهیمسر کره   کنرد یمر عبارت فوق تضمین ن حالت، یدر ا
و در نن  رسرند یمدر اطراف سطح لغزش  محدودهک یزمان محدود به 
 محردوده کره در نن   ماننرد یم محدوده باقی ( )t   .ایرن   اسرت

این مدهوم را نشران   6[. شکل 62محدوده به تیه مرزی موسوم است ]
 .دهدیم
معادتت سیستم در فاز لغزش )بررای   صورتایندر 

rt t ) صرورت بره 
 :زیر است

(93) 
 

1 2

2

2 2 3

3 3 3 3 3 4 3

1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ( ) )

d

m m m m m

k r g z

z f g

z f g

 

   

   

      



    

    

  

 

 

 : مفهوم لایه مرزی1شکل 

 

)که  )  ( داده شرده اسرت. تدراوت معرادتت فروق برا       22در رابطه )
این اسرت کره در حالرت قبرل چرون      شود استداده  sgn حالتی که تابع

 لغرزش  مسیرهای فاز سیستم برر روی ترود سرطح   در فاز لغزش  دقیقاً
)مرزی حول سطح( ل ا  تیه)نه در یک  شدیمواقع  ) 0t   بود ولی

)فاز لغزش در  کهییننجااز در این حالت  )t لر ا در   ؛اسرت صردر  غیر
ای کره مسریره   ظاهر شده است. البته چون اثبات گردید ت فوقمعادت

 لر ا  .ماندیمرسیده و در نن تیه مرزی  فاز سیستم در زمان محدود به
) در فاز لغزش )t  .است 

را برای سیستم فوق اعمال  (21اگر همان تابع لیاپانوف رابطه ) حال
 نبرودن  صدر، ناشی از گردددر مقاله عمل  شدهاثباتو مشابه روند  شده
( )t نورده شده اسرت   (42مله به مشت. تابع لیاپانوف که در )یک ج

 . ل ا تواهیم داشت:شودیماضافه 

(78) 2 2 2 2

3
( )

m

m d i i m mi
V k r c z g z  


     

)با توجه به اینکه در تیه مرزی  )t  :است ل ا داریم 

(76) 

12 2 2 2 2

3

12 2 2 2 2

3

2

( )

( ) (1 )

m

m d i i m m m mi

m

d i i m mi

m m m m

V k r c z c z g z

k r c z c z

c z g z

  

  

 









     

     

 



 

که در عبارت فوق  0,1  که دو جمله نتر  یاهیناحل ا برای  .است

mمندی شوند یعنی ناحیه  فوق عبارت

m

m

g
z

c




 داریم: 

(72) 12 2 2 2 2

3
( ) (1 )

m

m d i i m mi
V k r c z c z  




      

پاسرخ   در مرورد حرد نهرایی    [ که62مرجع ] 7اگر به قضایای فصل 
را تضرمین  حرد نهرایی تطرا     قراً یدقاست، مراجعه شرود عبرارت فروق    

تابع لیاپانوف در ناحیه م کور بیرانگر ایرن    بودنیمند. در واقع دینمایم
قرار  جایبهاینکه مسیرهای فاز سیستم  رغمیعلاست که در فاز لغزش 

 ،ماننرد یمر دقی. بر روی سطح در تیه مرزی اطراف سطح باقی  گرفتن
/برای هر  ( )m m mz g c   کره   کنندیمحرکت  ینحوبهمسیرها

ناحیره   ترر کوچرک  تطا کاهش یابرد در ضرمن مشرخص اسرت کره      
 .دهدیمدقت بیشتری را نتیجه و  تربزرگپایداری 

مرورد   یک مثرال عملر  ی، یروند طراح دادننشان منظوربهدر ادامه، 
 .ردیگیمقرار  یبررس
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 سازیشبیهک مثال و ی یبررس -4

ر یر در شرکل ز  ریپر  انعطراف ربات برا مدصرل   ستم یس یکیساتتار مکان
 ش داده شده است:ینما

J

q2

q1

u

K

L

I,M

 

 ریپذانعطافربات با مفصل  یکیساختار مکان :2شکل 

 
 :[22] گرددیمان یر بیز صورتبهستم ین سیا یبرا یاضیمدل ر

 

(79) 
 1 0 0 1 1 2

2 1 2

sin( ) ( ) 0

( )

Iq M g l q K q q

Jq K q q u

   

  
 

 

نک هستند. یل یاهیزاوب، مکان، سرعت و شتاب یبه ترت 1qو  1q ،1qکه 
2q یب با نمادهایشدت به ترت یاهیوزان، مکان، سرعت و شتاب یهمچن

 ،2q  2وq انرد شدهان یب .I  وJ  0، ینرسر یا یهرا ممرانM   ،جررمK 
گشرتاور   uنک و یطول ل lشتاب گرانش،  0gمدصل،  یریپ انعطاف
1ف ی. با تعردهندیمرا نشان  (ستمیس یموتور )ورود شدهاعمال 1x q

 ،2 1x q ،3 2x Kq I، 4 2x Kq I  ک اغتشراش  یر و فر  ننکه
سرتم اثرر   یس یبر رو یک گشتاور تارجیاز  یناش ،محدود ینامعلوم ول

 انیر ر بیر ز صرورت بره حالرت   یستم در فضرا یس یاضیمدل ر، گ اردیم
 :گرددیم
 

(77) 

 

1 2

2 1 1 3

3 4

2

4 1 3

1

( ) ( )

( ) sin ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

( )

x t x t

Mgl K
x t x t x t x t

I I

x t x t

K K K
x t x t x t u t t x

IJ J IJ

y x t





   



   



 

 

)1فوق  در رابطه )y x t ستم و یس یتروج( , )t x  ینیقینرا ترم 
 یقرانون کنترلر   یهدف، طراح. شودیمفر   یاست که سازگار با ورود

1Aبررا دامنرره  ینوسرریجرراد نوسررانات سیمقرراوم جهررت ا   و فرکررانس

0 2  هرردف فرروق بررا 6ه . از نکتررباشرردیمررسررتم یس یدر تروجرر ،
 :مطلوب یبه چرته حد یابیدست
 

(71)  2 2 2

1 2: 4 4M x D R x x     
 

1در صدحه  2x x مقراوم   ی. جهت محاسبه قانون کنترلشودیمسر یم
 زیرسیسرتم ستم فوق، به دو ی، سن مقالهیدر ا شدهارائهکرد یرو. یاز طر
 صررورتبررهحالررت  یرهررایمتغبررا 

1 2 3[ ]Tx x x   4وx  
ر یر بره قررار ز  ( 79)سرتم  یاز س  زیرسیستم. ل ا، شودیم یبندمیتقس
 است:

(71) 
1 2

2 1 1 3

3 4

( ) ( )

( ) sin ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x t x t

Mgl K
x t x t x t x t

I I

x t x t



   

 
 :توابع زیر ی( هستند به ازا4ساتتار معادتت ) یمعادتت فوق دارا

(74) 2 1 1 2

3 3

sin ( ) ( ) 1

0 1, 3

Mgl K
f x t x t g

I I

f g m

   

  

 

4x   زیرسیسرتم  یبرا یمجاز یورود عنوانبه توانیمرا   در
4د یبا توجه به مباحث فوق، ابتدا بانظر گرفت.  ( )x   گردد. یطراح 
2 (،92) در رابطه 2

1 2 1 2( , ) 4x x x x   وابع جه، تی. در نتباشدیم( )x 
)و  )x شوندیمر محاسبه یز صورتبه: 

(70) 

2 2

1 2
2

2

2 2

1 2
2 2 1

1

(4 )
( ) 2

(4 )
( ) 2 4 .

x x
x x

x

x x
x x x x

x





 
 



 
 



 

مطلروب را   یر چرته حدیز یمجاز ی، ورود(29)رابطه  با توجه به
1 زیرسیستمدر  2( , )x x کندیمجاد یا: 

(73) 
 

3 3 1 2

2 2

1 1 1 2 2 1

( , )

sin 2 4 4 4d

x x x

Mgl K
x x k x x x x

I I



     
 

3 صورتبهد یر جدیف متغیبا تعر 3 3 1 2( , )z x x x  یگر ار یجا و 

 
2

2 2

1 2 1 24 4mV V x x    ، 1 2 2mz z x  ، 3 0f   3و 1g   در

4 یمجراز  ی، ورود(22)رابطه  ( )x     چرتره  جراد  یا منظرور بره
ر یر ز صرورت بره ( 71) افتره یمرتبره کراهش  زیرسیستممطلوب در  یحد

 :گرددیممحاسبه 

(18)  2 2

3 1 2 1 2 2 3 3( ) ( , ) 4 4x x x x x c z       
مربوطره بررای ننرالیز    ( تابع لیاپرانوف  21بطه )اهمچنین بر اساس ر

صررررررورتبررررررهمعررررررادتت کرررررراهش مرتبرررررره یافترررررره   

 
2

2 2 2

3 1 2 30.5 4 4 0.5V x x z    .است 

 :شودیمدر نظر گرفته ر یز صورتبهب ن، سطح لغزش مناسیبنابرا

(16) 
 

4

2 2

3 1 2 1 2 2 3 3

( )

( , ) 4 4

x

x x x x x c z

  



 

    
 

به  یابیدستکه  ینحوبهاست  u یکنترل یورود یحال هدف طراح
، یسراز هیشرب ن کنرد. در  یتضرم سطح لغزش م کور را در زمان محدود 

 صورتبهت یترم عدم قطع 2( , ) sin 5t x x   نظرر گرفتره شرده     در

1ت شرر   ین عدم قطعیاست. ا    برا انتخراب   کنرد یمر را بررنورده .

( ) 2x شودیمر محاسبه یز صورتبهپیوسته مقاوم  ی، قانون کنترل: 
 

(12) 
2

1 3( ) ( ) ( ) 2sat( )
IJ K K

u x t x t
K IJ J


 



 
     

 
 

همگرایری  ر به قانون پیوسته فوق منج 2 نکته بنا براز ننجایی که 
مسیرهای فراز بره محردوده      ( در زمران محردود     تیره )مررزی
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معرادتت فراز لغرزش     ،مررزی  تیره در  قرار گرفتنل ا پس از  .گرددیم
 زیر است: صورتبه

(19)  
1 2

2 2

2 1 2 2 1 3

3 4 3 3

2 4 4 4

( )

d

x x

x k x x x x z

z x     



     

    

 

)کرره  )  ( طراحرری شررده اسررت 55در رابطرره ) . در معررادتت فرروق
کره در   شرود یمر ظراهر   هم ذکر شد به این دلیل  قبلًاکه  طورهمان

صدر نبوده بلکه مقدار محدود کوچکی ) قاًیدق ناحیه مرزی   )

 از تررررررابع لیاپررررررانوف یریررررررگمشررررررت.دارد. حررررررال بررررررا 

 
2

2 2 2

3 1 2 30.5 4 4 0.5V x x z     داریم: امتداد سیستم فوقدر 

(17) 

2 2 2 2 2

3 2 1 2 3 3 3

2 2 2 2 2

2 1 2 3 3 3

2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2

2 1 2 3 3 3

3

4 (4 4)

4 (4 4)

4 (4 4) (1 )

4 (4 4) (1 ) ,

d

d

d

d

V k x x x c z z

k x x x c z z

k x x x c z c z z

k x x x c z z
c





  






     

     

       

       

 

3تابع لیاپانوف در ناحیه  کاهشی بودنبنابراین، 

3

z
c




   به اثبرات

1l یبره ازا  یسازهیشبج یدر ادامه، نتا .رسید  ،2M  ،0.5J  ،

0 9.8g  ،2 2I Ml  ،15K ،1  0.5ن یو همچنررdk  ،

3 1c  ه یر ط اولیو شرا
0 [0.5 1 0 1]Tx      3 نمرده اسرت. شرکل 

مطلروب در   یستم بره چرتره حرد   یر فاز سیمقاوم مس ییهمگرا (الف)
1 دوبعدیصدحه  2x x   یبره چرتره حرد    یری همگرا (ب) 3و شرکل 

نقطره شرروع    P) دهرد یمر نشران    بعدیسه ستمیرسیزم کور را در 
را نشان نن وب و پاسخ مطل یتروجواقعی ، پاسخ 4شکل . (ر استیمس
 یپس از گ شرتن زمران گر را    شودیمکه مشاهده  گونههمان. دهدیم
جرایگزینی   رغرم یعلر جاد شدند و یا یه، نوسانات مطلوب در تروجیاول

تابع علامت با تابع اشباع، عملکرد قانون کنترلری از دقرت قابرل قبرول     
در زمران محردود   بره سرطح لغرزش     یابی، دستیاز طرفبرتوردار است. 

 دییر تأن امرر  یا 5شکل  یکه با بررساست  یابیدست قانونتحق. گر انیب
ش داده شرده  ینما 6در شکل نیز  یکنترل یورود پاسخ زمانی .گرددیم

 است.

 گیرینتیجه -5

ی غیرتطی هاستمیسدر این مقاله به چگونگی ایجاد نوسانات پایدار در 
ا مقابلره بر   منظرور بره زمان دارای عدم قطعیرت پرداتتره شرد.    -پیوسته
سرازی  -در اثر عواملی همچون ساده توانندیمی عدم قطعیت که هاترم

ی، عدم قطعیت در پارامترها و اغتشاشات تارجی ایجراد  سازمدلحین 
 یضررور مد لغزشی استداده گردید. ذکر این نکته  کنندهکنترلشوند از 
که رویکرد کلاسیک مد لغزشی منجر به پایداری مبرد  مختصرات    است
در این مقاله، طراحی سطح لغزش با رویکردی جدیرد و برا   ، اما شودیم

هدف ایجاد چرته حدی پایدار در معادتت کاهش مرتبه یافته صرورت  
شرح  تدصیلبهگرفت. مراحل طراحی سطح لغزش و ورودی کنترلی نیز 

داده شد. ایده پیشنهادی بر روی یک سیستم از مرتبه چهرار )ربرات برا    

ی دسرتیابی بره   سراز هیشرب ی شد. نترایج  سازهیشب( پ یرانعطافمدصل 
 چرته حدی مطلوب و ایجاد نوسانات پایدار در تروجی را نشان دادند.

 

 
 ؛مطلوب یستم حلقه بسته به چرخه حدیمقاوم س ییهمگرا :3شکل 

 3x-2x-1x یفضا، )ب( در 2x-1x)الف( در صفحه 
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 مطلوب یو خروج دهشحاصل یخروج یپاسخ زمان :4شکل 
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 سطح لغزش یپاسخ زمان: 5شکل 
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 یکنترل یورود ی: پاسخ زمان6شکل 
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