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ستم یع موردتوجه قرار گرفته است. فرض شده است که سیک سرینامید با دیمق یخط یهاستمیدر س یخروج یابیرد مسئله ،ن مقالهیدر ا ده:یکچ
ــ یکنترل یبردار حالت و بردار ورود یبر رو ییهاتیمحدود ینظر دارامورد ــتثابت  یات تکهیماه یگنال مرجع دارایبوده و س ــاس، یبر ا. اس ک ین اس

ه است. سپس، شد ارائهها تیمحدودن یاگنال مرجع در حضور یس یابیمنظور ردهستم حلقه بسته بیس یل عملکردیبر تحل یساده مبتن کنندهکنترل
سته براستم حلقهیس یمجانب یداریو پا یریپذامکان ست. همچن یشنهادیروش پ یب شده ا شان داده   یبندرمولو ف یشنهادیروش پق ین با تطبین
  ح استخراجیت صرصورهب یچندپارامتر یزیربا استفاده از ابزار برنامه یطراح ینه مربوط به پارامترهاین، پاسخ بهیبشیکنترل پ مسئلهدر قالب  مسئله

ابت و از گنال مرجع ثیکه س ییکاربردهاژه در یوهب یشنهادیشود که روش پیآمده مشاهده مدستهج بیشده و نتاارائه یهالی. بر اساس تحلاست شده
شخص  ستقبل م ستاعمال قابل یصورت کارآمده، با سید یکاربردها یوجود، برانیا. باا راهکار  زین ستینو ثابت گنال مرجع از قبل معلوم یگر که 
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Abstract: In this paper, the constrained output tracking problem for linear systems with fast dynamics is addressed. It is assumed that 
the system is subject to input/state constraints and the reference signal is piecewise constant. Based upon the closed-loop control 
behavior, a simple controller is designed and it is shown that the proposed architecture guarantees the feasibility and asymptotic stability 
of the closed-loop system. Adapting and formulating the proposed controller as a model predictive control problem, an explicit optimal 
solution is obtained for the proposed controller. It is shown that the proposed approach can be effectively applied when the reference 
signal takes only some finite predefined values. However, non-predefined references are also handled and it is guaranteed to be feasible 
under some mild assumptions. 
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  مقدمه -۱
در  یاار گستردهیبس یکاربردها یدر کنترل دارا یخروج یابیرد مسئله

ســـرو،  یهاســـتمیتوان ســـیکه از آن جمله م اســـتمختلف  یهاحوزه
سامانهیربات ضا یهاک،  صنایو پرنده و ن ییف ا نام برد. ر  یشگاهیع پالا یز 

سطهبه سعت کاربرد آن، تحقیاهم وا ضوع و و سیت مو  نیدر ا یعیقات و
سیزم ست. ینه به انجام ر سئلهده ا از  یخط یهاستمیس یبرا یابیرد م
به  مربوط یهایجامع قرار گرفته و تئور یموردبررس یمختلف یهادگاهید

مثال روش کنترل مقاوم عنوانهاند. بافتهیتوســعه  یصــورت مناســبهآن ب
 LQG کردیاز رو یریگبا بهره مسئلهن یا ،]٢شده است. در [ ارائه] ١در [

قرار گرفته اسـت. روش  موردبررسـی) LTR( حلقه یابیهمراه با روش باز
شــنهاد شــده یپ یخروج یابیرد مســئلهحل  ی] برا۳در [ یقیکنترل تطب

ست.  شمند برا یهااز روش]، ۵، ۴در مراجع [ا سئلهحل  یکنترل هو  م
 مســئلهحل  ین برایبشی] از روش کنترل پ۶اســتفاده شــده اســت. در [

ــت. با وجود تحقیرمقیغ یابیرد ــده اس ــتردهید بهره گرفته ش ر د قات گس
با  یخروج یابیرد مســئله درزمینه یاندک یهاج و گزارشینه، نتاین زمیا

ست یبرا یستم در روال طراحیس یهاتیگرفتن محدود در نظر به  یابید
ن ینخست ازجمله]. ۷-۱۰[ استدارساز در دسترس یکننده پاک کنترلی

ــده در اارائه یکارها ــین زمیش ــکننده فرمان مینام تنظه ب ینه روش   تاس
به یســـ یخروج یین همگرایتضـــم منظوربهن روش ی]. در ا۱۱[ ســـتم 

نال مرجع و نیســـ حدودیز تضـــمیگ  یرخطیلتر غیک فیها از تین م
کنترل  یبرا یابیک روش درونیاز  ،]۱۲استفاده شده است. در مرجع [

ــ ــتم مقیس ــت. با معرفیس ــده اس ــتفاده ش مفهوم حالت ماندگار و  ید اس
ـــنوع یورود  یرهــایمتغ عنوانبــه از آن یریگو بهره یمــانــدگــار مص
 یهالگنایس یبه ازا یخروج یابیرد مسئله یبرا یحل، راهیریگمیتصم

ن عملکرد حلقه بسته یشده است. همچن ارائه] ۷ثابت در [ یامرجع تکه
]. ۸قرار گرفته است [ موردبررسی یگری] در مقاله د۷شده در [ارائهروش 
نوف بــا کــاربرد در ااپــیــل رخطی مبتنی بر تئورییابی غیــهــای ردروش
  ] ارائه شده است.۱۳های متحرک در [ربات

ضم شدن قیت سیها در تیدها و محدودین برآورده  ستم کنترل یک 
قه ته از اهمحل بالا یبســـ ها ییت  کاربرد  ،اســـتبرخوردار  یواقع یدر 

 محدودتیاز محدود یکه نقض برخیطورهب
ً
ا دما در یت فشـــار یها (مثلا

ه را ب یریناپذتواند خســارات جبرانید!) میرا تصــور کن یروگاه اتمیک نی
ــد. بنابرا ــته باش ــر از روش کنترل پیهمراه داش ن یبشین، در مقاله حاض

سـتم در یسـ یهاتیدها و محدودیآن در لحاظ کردن ق ییتوانا واسـطهبه
ـــت یروال طراح ـــم یاکننــدهبــه کنترل یابیــو امکــان دس ن یبــا تض

ـــازیپاو  یریپذامکان م برد. البته روش یبســـته، بهره خواهحلقه یدارس
ــــت ییهــاتیــمحــدود یز داراین نیبشیکنترل پ ن یترمهمبــه کــه  اس
ــــاره نمود [ین روش در دو بخش میا یهــاتیــمحــدود ]. ۱۴توان اش
 در مورد ین روش حتیا یبالا  ینه محاســباتیت اول مربوط به هزیمحدود

 یســازنهیبه مســئلهک یل آن لزوم حل یو دل اســت یخط یهاســتمیســ
ـــت یبردارنمونه هرلحظهد در یمق ـــت به ی. محدوداس ت دوم مربوط اس

م اغتشاش و عد ط وجودیستم حلقه بسته در شرایمقاوم بودن س مسئله

س تیقطع  یگد یچیپ یعنیت اول (یمحدود ،ن مقالهیستم. در ایمدل در 
سبات  ودشیم ارائهل آن یتعد یبرا یقرار گرفته و راهکار موردنظر) یمحا

ــب اطلاعات ب ی(برا ــوص محدودیکس ــتر در خص  یت دوم و راهکارهایش
ـــت که ] مراجعه شـــود). ۱۵-۲۰برخورد با آن به مراجع [ لازم به ذکر اس

کنترل  یدگیچیکاهش پ مســـئلهدر خصـــوص موجود قات یتحق یعمده
ــــن، بیبشیپ ــــارائه ـ پردازند یع میســر یعدد یســازنهیبه یهاروش هـ

کرد یرو] ۲۲-۲۴در [، یعدد یهابرخلاف روشد). ینی] را بب۲۱(مرجع [
ــده ا ارائه یچندپارامتر یزیراز ابزار برنامه یریگبا بهره یمتفاوت ــت ش س

شــود. با یشــناخته م (eMPC)  حین صــریبشیکه تحت عنوان کنترل پ
با  ییهاستمیس ین برایبشیده کنترل پیاز ا یریگامکان بهره ،ن روشیا

 یریگن مقاله با بهرهی]. در ا۲۵-۲۷شــد [ ع فراهم خواهدیک ســرینامید
 ئلهمســـبه  یشـــنهادیپ یق ســـاختار کنترلیج مراجع مذکور و تطبیاز نتا
نه یحل به یبرا ی، روشـــیچندپارامتر یزیرتوســـط ابزار برنامه حلقابل

ــئله ــود. بر ایم ارائه موردنظر مس ــاس، نوآوریش در  ذکرقابل یهاین اس
ضر را م ست،  صورتبدینتوان یمقاله حا صه نمود. نخ ساختار یخلا ک 

و  یبای، ردیدارســـازیپا یعنیبه ســـه هدف مهم  یابیدســـت یبرا یبیترک
 یندبشنهاد شده است. سپس با فرمولیدها) پین قی(تضم یریپذامکان
 یزیرتوسط ابزار برنامه حلقابلکه  یبه ساختار موردنظر مسئلهق یو تطب

ـــد، پاســـخ به یچندپارامتر ـــده در [ارائهج یه به نتایبا تکنه یباش ]  ۲۲ش
ه نیبه پاسـخ به یابیت دسـتیح حاصـل شـده اسـت. اهمیصـر صـورتبه

 یرداربنمونه هرلحظهدر  یسازنهیبه مسئلهلزوم حل  آنکهح علاوه بر یصر
ست که امکان تحلیرا از ب سین خواهد برد، آن ا سته بستم حلقهیل رفتار 

تم سیاز عملکرد س یترقیک عمبه در  یابیها و دستتیدر حضور محدود
   کند.یمفراهم گنال مرجع را یس یابیدر رد

ست صورتبدینمقاله  دهیسازمان سئله ۲در بخش که  ا  یابیرد م
روش  ربتکیهبا  موردنظر مسئلهشده است. حل  یبندان و فرمولید بیمق

ــینتا ارائهن و یبشیکنترل پ ــاس ــت.  ۳مقاله در بخش  یج اس در آمده اس
 اند.شده ارائه ۴در بخش  یسازهیج شبینتا، ادامه

 دیمق یابیرد مسئله یبندفرمول -۲
بردار حالت  یهاتید شامل محدودیو مق LTI گسستهزمان ستم یک سی

   د:یریبگ در نظررا  یو بردار ورود

)1(  
( 1) ( ) ( )
( ) ( )

x k Ax k Bu k
y k Cx k

  
 

   

)2(     ,n mx k R u k R   X U   

که در آن   ,m nu k R x k R  و  my k Rب معرف یترته ب
 Uو  Xاشند. ـبیستم میس یـروجـو خ یالت، ورودـح یاـردارهـب

   باشند.یفشرده شامل مبدأ مختصات م یچندوجه یهامجموعه
)شود زوج مرتب یفرض مدر ادامه : ۱فرض  , )A B بوده و ر یپذکنترل

  :]۱۲[ معادل صورتبه ای، باشندیم یمستقل خط Cس یماتر یهافیرد

  
0

I A B
rank n m

C
  
     

  
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 یهاسیماتر یریپذمعکوس ،۱فرض  بودن برقرار :۱لم  I A  و
  1C I A B کند.ین میرا تضم  

 نیبنابرا ،باشندیم یخطمستقل  Cس یماتر یهافیرد ۱فرض  از اثبات:
رتبه کامل باشد ( س یماتر آنکه یبرا rank n m  د ی) با

س یماتر I A  ،یعنیرتبه کامل باشد  rank I A n  .
 دیگرعبارتبه I A رتبه کامل  یاز طرفخواهد بود. ر یپذمعکوس

 سیلم معکوس ماتر ازن یبنابرا. استآن  یریپذمعرف معکوس بودن 
  :میدار

  
1

1 1 2 1 1 2

2 1 20
W W BW CW W BWI A B

W CW WC

     
       

   

1 که
1 ( )W I A   و   11

2 ( )W C I A B
   باشندیم.   

   .کنندان مییبرا  انتظارجه مورد ینت 2Wو  1W یریپذمعکوس

  کنندهساختار کنترل -۲-۱
ـــاختار ســـ یاهداف کنترل ترینمهم ند از اســـتم موردنظر عبارتیدر س

ن گنال مرجع (بدویق ســیدق یابیبســته، ردســتم حلقهیســ یدارســازیپا
تحت ســتم یســ یهاتیدها و محدودین برآورده شــدن قیخطا) و تضــم
ستا و یکنترل. در هم ست منظوربهن را شارهبه اهداف  یابید ض فر شدها

قانون کنترل پیکنیم هادیم  قانون کنترل مجزا یاز ترک یشـــن ب ســـه 
  ل شده است:یر تشکیز صورتبه
)3(         stab track constraintu k u k u k u k     

که در آن    1stabu k K x k  ــابه با کنترل کننده بوده و نقش آن مش
ـــتد یرمقیغ یخط یهاســـتمیســـ یدبک حالت اســـتاندارد برایف .  اس

ــازیت پایمأمور ،دیگرعبارتبه ــ یدارس ــتم حلقهیس ــته با فرض عدمس  بس
ن بخش از قانون کنترل انجام یتوســـط اســـتم یت در ســـیوجود محدود

ـــد. از طرف د  یبدون خطا یابیبه هدف رد یابیگر، دســـتیخواهد ش
ــط بخش  ماندگار توس tracku k  ــودیمانجام ن منظور، با در یا ی. براش

س  یابیرد یگنال خطاینظر گرفتن     ( )e k r k y k  یریگو بهره 
د یــر جــدی، متغیانتگرالده کنترل یــاز ا S k  ف یر تعریز صـــورتبــه

  شود:یم
)4(       1 .S k S k e k     

ن اســاس، یبر ا  2 ( )tracku k K S k تحقق رفتار کنترل  منظوربه
ست یانتگرال سیدق یابیبه هدف رد یابیو د ف ید تعریستم بدون قیق در 

، یشـــود. نهایم
ً
 از یریدها و جلوگین برآورده شـــدن قیتضـــم منظوربهتا

ــدهتعریف یهاتینقض محدود ــ یبرا ش ــتم موردنظر، بخش نهایس  ییس
ـــورتبــهکننــده کنترل ص  ( )constraint cu k u k  ـــود. یف میتعر ش
ست که ذکرشایان ساختار  یطراح یمعرف پارامترها cuو1K،2Kا در 

نکه یا یبرا آن یط و روند طراحیباشـــند و در ادامه شـــرایم یشـــنهادیپ
گرفتن  در نظرخواهد شـــد. با  ارائه ،را برآورده کنند شـــدهتعییناهداف 

) ۲شده در (ارائه یهاتی)، محدود۱توسط رابطه ( شدهتوصیفستم یس
  م:ی) دار۳در رابطه ( پیشنهادشدهو قانون کنترل 
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ن 2در آ 2 2( 1) ( ) ( 1)K S k K S k K e k    2و ( ) ( )K S k u k 

1 ( ) ( )cK x k u k و      1 1c c cu k u k u k     ند. یم باشـــ
  شود:یر حاصل میجه زی) نت۵) و (۱ب روابط (یسپس، با ترک
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1که 1 1 2K K A K CA     2و 1 2mI K B K CB    شند. یم با
 کهوینحبهشــده باشــند  یطراح یمناســبه فرم ب یکنترل یپارامترها اگر
) یرهایمتغ آنگاهباشد،  یدار مجانبیبسته پاستم حلقهیس )x k ،( )u k 
)و  )S k یعنی ،خود ییر نهایب به مقادیترته ب x ،u  وS ، همگرا

با  ند شـــد.  نال مرجع مشـــخصـــیگرفتن ســـ در نظرخواه فرم ه ب یگ
( )r k rشوند:یر حاصل میز صورتبه) ۶( یی، معادلات حالت نها  
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   ]fX( ]۲۸ر یپذ. (مجموعه امکان۱ف یتعر
کان عه ام عهnRfXر یپذمجمو کل از کل یا، مجمو ـــت متشـــ ه یاس

) یهاحالت ) nx k R سئلهآن  یکه به ازا صیفد یمق م سط شدهتو  تو
  :دیگرعبارتبه. استر یپذ) امکان۲) و (۱روابط (

)8(       | ,nx R u x k x k    fX U X   

  ]Ω( ]۲۸ ریرناپذییغت LQR مجموعه ترینبزرگ( :۲ف یتعر

ه ب LQR قانون کنترل ی) و به ازا۱توسط ( شدهتوصیف LTI ستمیدر س
) فرم ) ( )u k Kx k  ،موعــهیتربزرگ ج م غ LQR ن  یت ر یرنــاپــذی
nR Ω ـــامل تمام حالت یامجموعه ـــت ش آن  یکه به ازا ییهااس
  شوند:یها برآورده متمام زمان یبرا) ۲در ( شدهتعریف یدهایق

)9(  
   
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, 0
n x k u k

x R
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 د باشـــد و زوج مرتبیرمقیســـتم موردنظر غیکه ســـیدرصـــورت :۱تذکر 

( , )A B  ترل ن ــــد، در ایپــذک هن یر بــاش خوا م داشــــت یصـــورت 
( ) 0, 1,2,...cu k k   یپارامترها یجه همواره امکان طراحیو درنت  

1K  2وK ست یبرا   یابید
ً
شت (مثلا  به اهداف مطلوب وجود خواهد دا

ستفاده از روش طراح صورت (یر ایدر غ). LQR یبا ا د بودن یمق یعنین 
ــ ــرایس ــتم)، ممکن اســت ش  چ قانونیباشــد که نتوان ه ایگونهبهط یس

ا نام ن مفهوم بین کرد. اییبه اهداف موردنظر تع یابیدســـت یبرا یکنترل
 یطیرا در شرا ۱ف یمثال تعر یشود (برایشناخته م یریپذامکان مسئله

0xا یو fXکه   fX یاگسترده صورتبه مسئلهن ید). ایتصور کن 
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سیدر مراجع مختلف  ست [ موردبرر شود که یمد یتأک]. ۲۹قرار گرفته ا
ـــت که یدر ادامه ا ر یپذامکان موردبحث مســـئلهن مقاله فرض بر آن اس

  .است
ــت که مجموعه ۳۰در مرجع [ :۲تذکر  ــده اس ــان داده ش ک ی Ω] نش

بدأ باز از م یگیک همســـایرنده یاســـت که دربرگ یریرناپذییمجموعه تغ
بارتبه. اســـتمختصـــات  عه دیگرع خل مجمو بدأ مختصـــات دا ، م

nR Ω .(و نه در مرز آن) واقع شده است  
با ۶ســـتم (یکه ســـیدرصـــورت :۱جه ینت پارامترها  یطراح)  ـــب  ناس م
در بخش بعد پارامترها مناســب  یطراح روش( شــده باشــد یدارســازیپا

مده اســـت) به ازاآ گاه  )ه یکل ی، آن )x k Ω م یدار( ) 0cu k  .
xنکه یجه با توجه به ایدرنت Ω م داشـــت: یخواهن ی، بنابرااســـت

( ) 0cu  .  
  شود:یحاصل مر یز یافتهتوسعه) مدل ۷) و (۶ب معادلات (یبا ترک
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 شدهتعریف یدهای) همراه با ق۱در ( شدهتوصیف LTI ستمیس :۱ه یقض
گنال مرجع یک ســی r دید. فرض کنیریبگ در نظررا  ۱و فرض ) ۲در (

 )۳کنترل (انون ق یریپذبا فرض امکانباشد.  )یا(تکه ثابت fX 

y ، آنگاهریز یهاسیماتر معکوس وجودو  r  م:یو دار  
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از  ســادگیبه (G,H) زوج یریپذکنترل ،Hautus با اعمال تســت اثبات:
ــود. یحاصــل م (A,B) یریپذفرض کنترل  یو برخ ۱جه ینتاعمال با ش

  نمود: یسیر بازنویز صورتبهتوان ی) را م۷، رابطه (یمحاسبات جبر
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1 که در آن 2K̂ K K C   ــت ــپس با بهره .اس از لم معکوس  یریگس
  شود:یر حاصل میجه زیس نتیماتر
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2K C I A B

   و  1I A   ــند.یم  باش
  :دیآیدست مه ر بیجه زینت مختصر، یسازپس از ساده

)15(  
1 1 1

1 1

( ) [ ( ) ]

( ( ) )
n n

n

x I A B C I A B r
u C I A B r

  


 

   
  
    

   

ستفاده از  سپس y(جه موردنظر ی) نت۱۵(رابطه با ا Cx r   (
   شود.یحاصل م

ـــت که قضـــ ســـتم، یســـ یریپذبا فرض امکان ۱ه یلازم به ذکر اس
ست کنندهتضمین  یاع تکهگنال مرجیس یمجانب یابیرد یژگیبه و یابید

س ستستم موردنظر یثابت در   یهاکه پارامتر ی، درصورتدیگرعبارتبه. ا
سب شند cuو 1K،2Kمنا شته با س یبه ازا و وجود دا و ) ۱۰ستم (یآن 

س تبعبه سازیپا) ۶ستم (یآن  موردنظر  یهاتیه محدودیو کلشده  یدار
ــ یابیبرآورده شــوند، آنگاه رد ــیس ــط قض ن یتضــم ۱ه یگنال مرجع توس

  و1K،2Kمناســـب یپارامترها یروند طراحنده، یآشـــود. در بخش یم
cu با بهره اهداف نیتضـــم یبرا ن یبشیکرد کنترل پیاز رو یریگفوق 

  .شودیم ارائه

  نیبشیکرد کنترل پید با رویمق یابیرد مسئلهحل  -۳
ــاربهن بخش یدر ا ــریبشیکنترل پ یات مربوط به تئوریکل اختص  حین ص

)eMPC (سپس با تطبیکنیان میرا ب سئلهق یم.   یریگو بهره موردنظر م
ا ر  یشنهادیپکرد یرو یریپذو امکان یداریپا، eMPC روش یهایژگیاز و

سئلهن برخط، یبشیدر روش کنترل پ م گرفت.یخواه یپ  یسازنهیبه م
  شود:یحل م یبردارمکرر در هر زمان نمونه صورتبهر یز
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0که در آن،  1,...,
TT T

NU u u     یســـازنهیر بهیمتغ ،N  معرف افق
سب م یهاسیماتر fQو Q،Rو  ینیبشیپ شند یثابت با ابعاد منا با

ند نرمینی] را بب۲۲تر [شیب اتیجزئ ی(برا  یهاافزارها و روشد). هرچ
ــ ــازهانهیمانند به یاریکارآمد بس ــائلیحل چن یبرا QP/LP یس  ین مس

با  ییهاسـتمیدر سـ یمحاسـبات یهایدگیچیپ وجودباایناند، شـده ارائه
سرینامید شکلیع میک  سالتواند همچنان م شد. در   ،ریاخ یهاساز با

)، mpQP(مرتبــه دو  یچنــدپــارامتر یزیراز ابزار برنــامــه یریگبــا بهره

 ،ن روشیشـــده اســـت. با ا ارائه ین مواردیبرخورد با چن یبرا یراهکار
ــخ  ــئلهپاس ــازنهیبه مس ــورتبهفوق  یس ــبه خط یاک تابع تکهی ص  یش

)PWA (یاز نواح یامجموعه یشود که بر روین مییپارامتر تع یدر فضا 
P(محدب  یچندوجه


ـــت. یتعر)  ـــده اس  مســـئله، حل درنهایتف ش

ـــازنهیبه ـــامل تع PWAتابع  یابیارز مســـئلهک یبا  یس ناحییش ه ین 
] را ۲۷-۳۱تر [شیات بیجزئ یشـــود (براین میگزیفعال جا یچندوجه

ــ ــب ــب ــی ــن ــد). در ای ــای ــا ج ــا ب ــــت ــن راس ــزی ــگ ــودن ی ــم ــارتن ن ــب ع
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ــه ــوریب هط Tکــ s sR  H H ،s mN ،q sR G وq nR E 
 یهاب مجموعهیترته ب Uو  Xو   pبا بعد  یبردار Wثابت، یهاسیماتر

معرف  qن یباشـــند. همچنیم sو  nبا ابعاد  دارکرانمحدب و  یچندوجه
  ر:یز یل خطیاز تبد یریگ. با بهرهاستستم یس یدهایتعداد ق

)18(  1
0

Tz U x H F   

اسـتاندارد  mpQP مسـئلهک ی صـورتبه) ۱۷( یسـازنهیبه مسـئله
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s t z W x





H

G S
   

در آن،  کهطوریبه     * * 1
0 0 0 0

1 2
2

T T
z NV x J x x x  Y FH F  و

1 T S E GH F یســـازنهیبه مســـئلهباشـــند. حل یم mpQP در 

 ارائه ریز یایج در قضاین شده است. خلاصه نتایی] تب۲۳] و [۲۲مراجع [
  اند.شده
د ید. فرض کنیریبگ در نظر) را ۱۹( یســازنهیبه مســئله :]۲۳[ ۲ه یقضـ

0H  بوده وnRX ـــد. در ا یه چندوجهیک ناحی ن صـــورت یباش
)*سازنهیبه )z x ب لاگرانژیو ضر*( )x مسئلهمربوط به mpQP  توابع

)*بوده و xاز  یخطشبه یاتکه )z x استوسته یپ.  
د با افق محدود در رابطه ین مقیبشیکنترل پ مســـئله :]۲۲[ ۳ه یقضـــ

ر یپذامکان ین صـــورت مجموعه پارامترهاید. در ایریبگ در نظر) را ۱۶(
fXســـازنهیبهو  اســـتک مجموعه محدب ی* : sU RfX ک تابع ی
  م:یبوده و دار xاز  PWA وسته ویپ

)20(  
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 fX

 



  



   

*که در آن  *
0 ( )( ) [ 0 ]m m s mu x I U   معرفm  عنصـــر اول در بردار

  .است U*ساز نهیبه
ــ ــت ــن ــه ی }د یــفــرض کــنــ: ]۳۲[ ۲ج {1,..., } |N i q x P    

 
*( ) 0}i i iU x W x  G E فعال در  یدهایس قیمعرف مجموعه اند

شد. در ا rPه ی) و مربوط به ناح۱۷( صورت بهرهیبا ه نیبه یکنترل یهان 
  شوند:ین مییر تعیز صورتبهمتناظر  یه چندوجهیو ناح

)۲۱(  

1
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1

1
1 1

2

,N N N N

N N N N

T T T

T T

F

F W

   

   


  


 

   
 

   
 

H G G H G S H F

H G G H G

   

   




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W F
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Ψ S G
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 



 
   

در روابط فوق کــه    1 T
1 1Ψ G F H F ،( ) N N

1 T
2 χ χ

Ψ G H G
 

 

Nχ یهاسیو ماترباشـــند یم
G



 ،W Nχ


Nχو  
S



 یبا انتخاب ســـطرها 

، G یهاسیماترتوســط ب یترته ب Nتوســط مجموعه  شــدهمشــخص
W  وS شوند.یمحاسبه م  
) و ۲د (یهمراه با ق) ۱شــده توســط معادله (فیســتم توصــیســ :۴ه یقضـ

) به ۳که قانون کنترل (ید. درصورتیرینظر بگ را در rگنال مرجع ثابت یس
پارامترهایســـ گاه  مال شـــود، آن که  cuو 1K،2Kیطراح یســـتم اع

را  حلقه بســـتهســـتم یســـ یریپذز امکانیو ن یابیبه هدف رد یابیدســـت
  شوند: ین مییر تعیز صورتبه ،کنندین میتضم

)23(  
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1Fکه در آن 
  2وF

 ) اند.شده ارائه) ۲۱توسط رابطه  
 نشـــان داده شـــد که طراحاثبات: 

ً
م ســـتیســـ یبرا کنندهمیتنظ یقبلا

سـتم یسـ یبرا یابیهدف رد کنندهتضـمین) ۱۱) و (۱۰در ( یافتهتوسـعه
ـــل از [ینتا برتکیهن، با یخواهد بود. همچن یاصـــل ] ۲۳] و [۲۲ج حاص

ــ یراب eMPC کنترلم که قانون یدید ــتم مقیس ــخ ید منجر به یس ک پاس
ته ستم حلقه بسیس یریپذکننده امکاننیشود که تضمیم PWA نهیبه

با تطبی. بر ااســــتز ین لهق ین اســــاس،  نده میتنظ یطراح مســـئ کن
  م:یدار mpQP مسئله) بر ۱۱) و (۱۰شده در (فیتوص

)24(       1 2 , Pv k F k F if k    

   

  شود:یر حاصل میجه زی) نت۲۴) و (۱۱سه (یبا مقا

)25(  
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u k F k
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
   

  :م داشتی، خواه2Kو  1K یبا استخراج پارامترها
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 دستینها
ً
 روشنیبه) ۲۶با استفاده از رابطه ( موردنظرج یبه نتا یابیتا

  . استر یپذامکان
ــکل  ــاختار و عملکرد کنترل ۱ش ــنهادیکننده پس ــ یش ــتم یدر س س

خط وندر فاز بر  یشنهادیتم روش پیالگورکند. یف میبسته را توصحلقه
  :استر یز صورتبهو برخط 

  یشنهادیتم روش پیالگور
 ریمقادن یهمچن د.یریبگ در نظررا  ۱ ) همراه با فرض۲(و  )۱ستم (یس

, , ,fR Q Q N  (0)وx یهاگنالیسک از یهر  یبه ازا باشند.یمفروض م 
1مرجع مشخص  2, , ...r r  د:یرا انجام ده خطفاز برونمراحل  

  خطبرونفاز 
 irگنال مرجع یس یو به ازا ۱ هیر ماندگار را با استفاده از قضیمقاد -۱

  د.یل دهی) را تشک۱۰م افزونه شده (ستیسمحاسبه و 
د و با یل دهی) را تشک۱۷( یسازنهیبه مسئله)، ۱۰ستم (یس یبه ازا -۲

 یرا حل و نواح یسازنهیبه مسئله) ۳و  ۲ یای(قضا ۲جه یکمک نت
P یچندوجه


1دیینما رهیو ذخ نییتعمتناظر را  یهاو بهره  2( , )F F .  
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  فاز برخط
tدر لحظه k یو به ازا( )x t وr د.یر را انجام دهیمراحل ز  

)یازا به -۱ )x t ، مشابه)  یهاا روشی] (۳۱شده در [ارائهبا کمک روش
Pه فعالیناح 


)که  )x t P 


  د. ین کنییرا تع است 

1خطبرونج فاز یبا استفاده از نتا -۲ 2( , )F F
 
   د.ین کنییرا تعمتناظر  

2یکنترل یها، بهره۴ه یاستفاده از قضبا  -۳ 1,K K و cu k و ن ییرا تع
  د. یکنستم اعمال یبه سقانون کنترل را 

1tدیقرار ده -۴ k   ۱و بازگشت به مرحله .  

هدف ردگ یابیدســـت یمعمول برا یکارهااز راه یکی :۳تذکر   یریبه 
 تمســیک ســینامید افزونه کردنرات آهســته، ییمرجع با تغ یهاگنالیســ

س )۱۰( ستگنال مرجع در آن یبا وارد نمودن  سی. با اا م ستین کار ابعاد 
نده افزاکنترل یدر روال طراح ته و یش یکن جهاف قانون  یدگیچیپ درنتی

ــدتبهتواند یم PWA کنترل ــبه آن را با یر قرار گیتحت تأث ش رد و محاس
، یدگیچیش پیاز افزا یریگشیپ ی]. برا۲۲مواجه سازد [ یچالش اساس

 یهاگنالیســ یبرخ یبه ازا PWA قانون کنترل ین مقاله با طراحیدر ا
ج، هدف یب محدب نتایبر ترک یمبتن یروشـــ ارائهمرجع مجزا و ســـپس 

حاصـــل شـــده اســـت.  یترکم یدگیچیبا پ موردنظردر محدوده  یابیرد
  کند.ین مییکرد را تبین رویات ایر جزئیه زیقض

  

  
  بستهستم حلقهیدر س یشنهادیکننده پ: ساختار کنترل۱شکل 

) و ۲( یدهای) همراه با ق۱شده توسط معادله (فیستم توصیس :۵ه یقض
*د. اگر یرینظر بگ ) را در۱۷( یســـازنهیبه مســـئله

1U  و*
2U  دو پاســـخ

ــیر و بهیپذامکان ــند، آنگاه  2rو  1rمرجع  یهاگنالینه مربوط به س باش
ترک هر  لف)  خواه از یــ(ا ل محــدب د *ب 

1U   و*
2U  م ننــده نیتضـــ ک

ـــئلــه یریپــذامکــان ــــازنــهیبه مس ) خواهــد بود، و (ب) اگر ۱۷( یس
جع  یهــاگنــالیســـ تخــاب شـــونــد کــه  یاگونــههبــ  2rو   1rمر ن ا

, { | }     1 2 1 2 n
Ω ΩΩ Ω Ω x R H x h  یرتهیک مجموعــه غیــ 

شد ( iبا
Ω ر متناظر با یرناپذیین مجموعه تغیترمعرف بزرگir ست )، ا

ـــــتـــه از ســــ یآنـــگـــاه بـــه ازا مـــرجـــع  یهـــاگـــنـــالیـــآن دس
1 2(1 ) [0, ,1]r r r       ــه ازا ــه ب rx,آن  یک     1 2Ω 

ــود، هدف رد ــ یابیبرقرار ش ــمیس ــد (یگنال مرجع تض irxن خواهد ش  
  ).است ۱ه یدر قض irمعرف بردار حالت ماندگار متناظر با 

Uد یف، قیتعر بنا بر اثبات: W x G E  سئلهدر ) ۱۷( یسازنهیبه م
حدب یمعرف  عه م [0,1]د ی. فرض کناســـتک مجمو  عدد ی ک 

*دلخواه بوده و  یقیحق *
1 2(1 )U U U      ب محدب از یک ترکیرا

*
1U  و*

2U سئلهد. با توجه به فرض یف کنیتعر * ،م
1U  و*

2U سخ  یهاپا

x یبــه ازا درنتیجــهبــاشـــنــد و یر میپــذنــه و امکــانیبه  fX  م یدار
*
1U W x G E   و*

2U W x G E 0 اینکــه. بــا توجــه بــه    و
(1 ) 0  ــند، بنابرایم ــاویباش ــورتبهتوان یرا مفوق  ین دو نامس  ص

ـــرکـــ یخـــطـــ ـــــت:یـــآنـــگـــاه خـــواهـــب نـــمـــود و یـــت   م داش
* *
1 2( (1 ) ) ( ) (1 )( )U U W x W x         G E E ــــپــس . س

Uجه ینت W x  G E  ن آن اســت یر مبیجه اخیشــود. نتیمحاصــل
ـــتر یپذامکان Uکه  rx,فرض  یاز طرف. اس     1 2Ω  معرف آن

ست که مقدار نها شترک مجموعه ییا صل م  یهابردار حالت متعلق به ف
 به فیتعر بنا بر و باشد 2rو  1rمرجع  یهاگنالیسر متناظر با یرناپذییتغ
rx یازا  هد بود.یاز ق یکهیچ عال نخوا ها ف که  د ـــت  به ذکر اس لازم 

خاب با نزدیا یبرقرار یبرا 2rو  1r انت به ین فرض  گر یکدیک کردن آن 
کان همواره نابرا ر خواهد بود.یپذام به ن، یب کهبا توجه  rx, این   1 2Ω  
قانون کنترل اســـت *، هر دو 

1U  و*
2U  لت حا با بردار  rxمرتبط    در

 )ستیدر آن فعال ن یدیچ قیه جایی که یعنی( LQR ریرناپذییتغ هیناح
  :م داشتیخواه ۱ه یاز قض یریگبهرهن با ی. بنابراشوندیواقع م

1 1 1
1 2

1 1 1

( ) ( ( ) ) [ (1 ) ]

( ) ( ( ) )

rx I A B C I A B r r

I A B C I A B r

   


  

    

  
  

، بررسینها
ً
r جهینت یتا ry Cx r   است یهیبد.  

ساختار ی، ملاحظه م۱و تذکر  ۵ه یج قضیبا توجه به نتا :۴تذکر  شود که 
 ییاکاربرده یبرا یکارآمد صــورتبهتوان یرا م یشــنهادیپ کنندهکنترل
کار برد. ه وجود دارد بثابت گنال مرجع یسـ یتعداد مشـخصـ هاآنکه در 
در محدوده  یر دلخواهیگنال مرجع مقادیکه ســ یطیدر شــرا وجودبااین

ص شخ شته و دارا یم ستثابت با مقدار نامعلوم  یات تکهیماه یدا ا ب ،ا
ــینتا برتکیه ــا در موردنظره یو افراز ناح ۴ه یج قض ــ یفض گنال مرجع، یس

 یریذپن امکانیب محدب با تضـــمیبر ترک یمبتن یقانون کنترلتوان یم
  دست آورد.ه ستم حلقه بسته بیس

سکالر حقی irاگر :۳جه ینت شد و به ازا یقیک عدد ا ر دلخواه یمقاد یبا
1r  2وr )1 2r rم ی) داشته باش,

  1 2Ωم: ی، آنگاه دار  
rx,(الف) اگر شـــرط    1 2Ω ه یکل یبه ازا[ , ]min maxr r r  برآورده

  شود، آنگاه:

)۲۷(  min/max min/ max ,
. .

r r
s t r


  
   

ــه 21 در آن ک

2 1
( )

rrx xH
r r
 




 


2و    12 1

2 1
( )

r rr x r xh H
r r
 

 


  
  

  باشند. یم
1(ب) اگر  ,rx  1 2Ω  2و ,rx   1 2Ω یبدون خطا یابیباشـــند، آنگاه رد 

1ه یکل یماندگار به ازا 2[ , ]r r r شود.ین میتضم  

ثبــات: عر ا ت ف یبــا  1

2 1
0,1r r

r r



 


11 :میدار  

2 1
( ) rr r rx x
r r 


 


 

22

2 1
( ) rr r x r
r r

 


 


ــ،  ــورهب ــه در آن یط 1ک 2

2 1
( )

r rx x
r r

  



و   
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2 12 1

2 1
( )

r rr x r x
r r

  



 یابیبه هدف رد یابیدســـت منظوربهباشـــند. یم 

ــیدق ــرط یالزام م ۴ه یق قض rx,دارد که ش   1 2Ω ــورتبها ی معادل  ص
( )H r h     ــر ــع ــا ت ــرار شــــود. ب ــرق ــب Hف ی     و

h H      لهدر ـــل یتضـــم موردنظر مســـئ حاص ن شـــرط فوق 
فرض یم ـــود. از  نجــامش ــــدها ت ش ن خش (ب)  ب میدر  ـــودیجــه   :ش

1rH x h    2وrH x h  ر یج اخیب محدب نتای. ســـپس با ترک
شت: یخواه 1م دا 2(1 ) (1 )r rH x H x h h             که ،

1در آن 

2 1
( ) [0,1]r r
r r




 


ــــت   برااس بنــا تن ی.  مین  :شـــودیجــه 
rH x h   شرط  یجه معادل با برقرارین نتیکه ا,rx   1 2Ω ست .  ا
ــینتا برتکیهبا  درنهایت ــمیم ۴ه یج قض ــتیتوان تض به  یابین کرد که دس

بیــهــدف رد ق یا 1 یق بــه ازاید 2 1 2(1 ) [ , ]r r r r r       برآورده
  .شودیم

  یسازهیج شبینتا -۴

  جنگنده) یمای(هواپ ۱مثال  -۴-۱
مان و  یمدل خط ته ز نده (برا یمایک هواپیگســـســـ ات یجزئ یجنگ

  ر داده شده است:یز صورتبه] مراجعه شود) ۳۳تر به [قیدق

)28(  

 

0.9719 0.0155 0.0071
( 1) ( ) ( )

0.2097 0.9705 0.3263

( ) 1 0 ( )

x k x k u k

k x ky

   
     

   


   

sT/ در آن یبردارکه زمان نمونه 0 ست. در نظره یثان 06 شده ا  گرفته 

x1 ،x یرهایمتغ  یاهیه حمله، ســـرعت زاویب معرف زاویترته ب u و 2
شند. همچنیبالابرنده م یسطح کنترل یاهیزاو چ و انحرافیپ فرض  نیبا

xیهاتید محدودیکن 1 15،x 2 uو 100  ســـتم یســـ یبرا 20
شدهیتعر ساختار پیخواهیاند. مف  ستفاده از  شده در ایم با ا ن یشنهاد

ه یلک ،ســـتم حلقه بســـتهیم که ســـیکن یرا طراح ایکنندهکنترلمقاله 
] مرجع یهــاگنــالیســـ , ]r  5  حــالدرعیننموده و  یابیــرا رد  5

 ،ن منظوریا ین شـــود. برایســـتم حلقه بســـته تضـــمیســـ یریپذامکان
} فرمه مرجع ب یهاگنالیاز ســ یامجموعه , , , , , }ir      0 1 2 3 4 را  5

فاده است با ک از مواردیهر  یبه ازا م. سپس قانون کنترلیریگینظر م در
ــده تعارائهکرد یرو از ــود. پارامترهاین مییش نون قا یطراح یکه برا ییش

ــ eMPC کــنــتــرل ــــامــلانــد کــار رفــتــهه ب N ش  10 ،/R  0   و  1
{ , }Q diag ــندیم 1001 ر یز یکاتیبا حل معادله ر fQ نیهمچن. باش

  ]:۲۲ن شده است [ییتع

)29(  
1

( ) ( )

( )

T T
f LQ f LQ LQ LQ

T T
LQ f f

Q A BK Q A BK K RK Q

K R B Q B B Q A

    

  
   

irمیمستق یبررس
Ω شان مر مختلف یمقاد یبه ازا  هیکل دهد کهین

ــرا ــیش ــدهانتخاب irیبه ازا ۲جه یو نت ۴ه یط قض ــده ، برآوردهش اند. ش
ــــه ــــارتب ــــب ــــرع ــــگ ــــدار دی 1می , 1{ , } ,k k k kr r r rx x  

    Ω

{ , ,..., }kr   5 4 نابرا 4 کانیدق یابین هدف ردیو ب  یر برایپذق و ام
سته پاسخ حلقه ب ،ن اساسیبر ان خواهد شد. یبسته تضمستم حلقهیس
ر مرجع مختلف د یهاگنالیس یمتناظر به ازا یکنترل یستم و ورودیس

 ملاحظه آمدهدسـتبهج ینشـان داده شـده اسـت. بر اسـاس نتا ۲شـکل 

گنال مرجع یکه ســـ یطیدر شـــرا یق حتیدق یابیشـــود که هدف ردیم
شـــود، یمرا دارد برآورده  شـــدهتعیینش یر از پیمتفاوت از مقاد یمقدار

  . نموده استرا حفظ  دهایه قیستم حلقه بسته کلیس حالدرعین

  ۲مثال  -۴-۲
ســـتم یک ســـیــبــه  یشـــنهــادیاعمــال روش پ منظوربــهن بخش یدر ا

] ۳۴ر که عملکرد آن در مرجع [یسـتم زی، از سـیچندخروج-یچندورود
  :میریگیقرار گرفته است، بهره م یابیمتفاوت مورد ارز یکردیبا رو

)30(  
40 51( )
30 40100 1

G s
s

 
    

   

) صورتبه یکه در آن بردار ورود )u t 1‖ ن یمحدود شده است. در ا ‖
س یشنهادیبخش با اعمال روش پ ـــستم فیبه  ـــوق، تـ و راندمان  ییواناـ

 یاـــهمـــستـــیا ســـورد بـــرخـــب یراـــه بـــن مقالـــیده در اـــشهـــروش ارائ
سیز ین یچندخروج-یچندورود ست. در  یابیو ارز موردبرر شده ا واقع 

sT. یبردارزمان نمونه ی) به ازا۳۰ســـتم (ین راســـتا، ســـیا 0 ه یثان 1
سته س ستفاده از روش پ یسازگ و به  یشنهادیشده و قانون کنترل با ا

] یازا . , . ]Tr  0 63 0  یطراح یشــــده اســــت. پـارامترهـا یطراح  79
N انـــد ازعـــبـــارت کـــاررفـــتـــهبـــه  7 ،{ . , . }R diag 0 1 0  و  1

{ , , , }Q diag ط یشـرا یسـتم حلقه بسـته به ازایپاسـخ سـ سـپس. 1111
یهاول ( ) / / Ty ، 0 1 33 1 ــکل  55 ــت. از نتا ۳در ش ــده اس ــم ش ج یرس

اشباع شدن هردو عملگر تا  باوجودمشهود است که  خوبیبه یسازهیشب
t/ زمان  0 ست تنهانهه، یثان 8 صل ح خوبیبه یریبه هدف ردگ یابید ا

نشده  جادیستم ایپاسخ سز در ین یاشده است بلکه نوسانات ناخواسته
ن یدر تضــم یشــنهادیســاختار پ ییشــه در توانایت رین قابلیاســت. ا
  .بسته داردستم حلقهیس یریپذو امکان ینگیبه همزمان

  

  
  ستم کنترل حلقه بستهیمربوط به س یو خروج یورود یهاگنالی: س۲شکل 
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  هبستستم کنترل حلقه یمربوط به س یو خروج یورود یهاگنالی: س۳شکل 

  یریگجهینت -۵
د با یمق یهاستمیس یثابت برا یامرجع تکه یهاگنالیس یابیرد مسئله

ر ب یکرد مبتنیک رویواقع شـــد. در ابتدا  موردبررســـیع یک ســـرینامید
سپس با فرمول ارائهستم یس یل رفتاریتحل سئلهق یو تطب یبندشد.   م

ـــان داده  eMPCروش  یهایژگیاز و یریگموردنظر و بهره ـــد که نش ش
ــر یامکان طراح ــاختار پ یکنترل یح پارامترهایص ــنهادیدر س  وجود یش
که  ییشـــده در کاربردهاارائهن نشـــان داده شـــد که روش یدارد. همچن

ش معلوم را داشـــته باشـــند یمشـــخص و از پ یریگنال مرجع مقادیســـ
ستفادهقابل راحتیبه ست ا ، ی. نهاا

ً
سعه روش پ منظوربهتا به  یهادشنیتو

ها قادیکه ســـ ییکاربرد نال مرجع م ماهیگ با  کهیر دلخواه ( ) یات ت
ــند، یم ــیباش ــ ارائه ین کنترلیب محدب قوانیبر ترک یمبتن روش د که ش

ه نمود، بلکیق را فراهم میدق یریبه هدف ردگ یابیامکان دســـت تنهانه
سته را نیس یریپذامکان ضمیستم حلقه ب روش  نیکرد. همچنین میز ت

رات ییتغ یگنال مرجع دارایکه س ییکاربردها یبراتوان یرا م شنهادییپ
 کند 

ً
سبتا ستن ست که بتوان آن ه ز بین ا کار برد (منظور از کند بودن آن ا

لکرد در عم یادیز یخطا آنکهب زد بدون یثابت تقر یاگنال تکهیرا با ســـ
 شنهاد شده فرضیذکر است که در ساختار په ستم وارد شود.). لازم بیس

با  شدهارائهده یب ای. لذا ترکاستر حالت در دسترس شده است که بردا
ــب نیک تخمی ــوع پژوهش بعد عنوانبهگر حالت مناس ــنهادیپ یموض  ش
 . شودیم
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