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در حضور تأخیر تصادفی پرداخته است. در  ۱کنترل تحت شبکه یهاستمیسمحدود -فی زمانایداری و پایدارسازی تصاداین مقاله به مسائل پ ده:کیچ
 ۲مارکوف پرش یهاستمیسمناسبی در چارچوب  به شکلرل تحت شبکه فرآیند مارکوف، سیستم کنت لهیوسبهتأخیر تصادفی شبکه  یسازمدلابتدا با 

نیست، برخی از  ریپذامکاندقیق  طوربهه، دسترسی به احتمالات انتقال شبک یهایگد یچیپ به علتدر عمل  ازآنجاکهگسسته مدل شده است. -زمان
پـرش مـارکوف  یهاسـتمیسبرای  ۴محدود-نامعین فرض شده است. در ادامه با توجه به تعریف پایداری تصادفی زمان ۳عناصر ماتریس احتمال انتقال

 یادهـشـنییتعمیانگین از یک حد معلومی در یک بازه زمـانی -تم به مفهوم مربعاتسیس یهاحالت کهنیاگسسته یک شرط کافی برای تضمین -زمان
محدود ایـن کـلاس خـاص از -محدود)، پیشنهاد شده است. سپس نتایج برای مسئله پایدارسازی تصادفی زمان-تجاوز نکنند (پایداری تصادفی زمان

محـدود -پایـدار تصـادفی زمـان بسـتهحلقهطراحی گردیده است که سیستم  یحوبه نانون کنترلی فیدبک خروجی قو  اندشدهتوسعه داده  هاستمیس
فیـدبک خروجـی  کننـدهکنترلاصلی ایـن مقالـه اسـتفاده از  لذا نوآوری .اندشدهجدید ارائه  ۵ماتریسی خطی یهاینامساوباشد. تمام نتایج در قالب 

بـرای طراحـی  یماتریسـی خطـی جدیـد یهـاینامسـاو در این راستا و ودهب هبستحلقهسیستم  محدود-پایدارسازی تصادفی زمان منظوربه استاتیک
دو  برای هایسازهیشبروش مذکور، کارایی عملی نشان دادن  تأیید مباحث تئوری و منظوربههمچنین  .رفته است کار بهکنترل فیدبک خروجی  قانون
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Abstract: This paper deals with the problem of finite-time stochastic stability and stabilization of networked control systems in the 
presence of random delay. At first, the network random delay is modeled as a Markov chain, and the resulting closed-loop system is 
a Markovian jump linear system. Since, due to network complexities, the accurate access to transition probabilities are hard or even 
impossible, some of the elements in the transition probability matrix are considered as unknown. Then, according to the definition of 
finite-time stochastic stability for discrete-time Markovian jump systems, a sufficient condition is proposed to guaranty the 
boundedness of the system states in the sense of mean-square, in a determined time interval. In the next step, the results are extended 
for the finite-time stochastic stabilization problem of this specific class of systems and the output feedback controller is designed 
such that the closed-loop system is stochastically finite-time stable. All the results are presented in the form of new linear matrix 
inequalities (LMIs). The main contribution of this paper is utilizing the static output feedback controller for finite-time stochastic 
stabilization of the closed-loop system; besides, new LMIs are employed to calculate the output feedback control law. Also, in order 
to verify the theoretical results and show the applicability of the proposed controller, simulations are performed for two systems .  

Keywords: Networked control systems, markovian jump systems, random delay, finite-time stochastic stabilization, linear matrix 
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  مقدمه - ۱
 هاستمیسنترل، قابلیت این های کیکی از موضوعات اساسی در سیستم

در حفظ یک رفتار مقبول و رسیدن به برخی از نیازهای عملکردی، حتی 
ــانی در دینامیک ــرات ناگه ــور تغیی ــتم، در حض ــای سیس ــته ــن اس . ای

های محیطـی ناگهـانی، اغتشاش ازطور مثال ناشی تواند بهتغییرات می
ناگهانی در ، تغییر هاخرابی یا تعمیرات اجزاء، تغییر در اتصال زیرسیستم

هایی از ایــن وضــعیت غیرخطــی باشــد. نمونـه ینـدهایفرآکــار در ه نقطـ
های کنتـرل های اقتصـادی، سیسـتمتواند در سیسـتممثال میعنوانبه

های مرکـزی حرارتـی خورشـیدی، رباتیـک و ... هواپیما، کنترل گیرنـده
ــود. در برخــی از مــوارد ایــن سیســتم ــدا ش ــد بهها میپی ه لوســیتوانن

فرآینـد مـارکوف، ه وسـیلهای خطی با انتقال مد بهای از سیستممجموعه
 i در مـد kکه سیسـتم در لحظـه معلـومدرصـورتی مدل شوند. یعنـی

و نیـز احتمـال  شده باشد، احتمال پرش به هر یک از مدهای دیگـر داده
کـه ایـن احتمـال فقـط بـه مـد عملیـاتی  شودیمتعیین  iماندن در مد

ا عنـوان ها در مقالات بلحظه جاری بستگی دارد. این خانواده از سیستم
  .]۱[ شوند، شناخته میهای پرش مارکوفسیستم

ــن  ــتمیسای ــکی و  یهاس ــط کراسوفس ــار توس ــتین ب ــادفی نخس تص
 هاستمیسین کلاس خاص از . پس از معرفی ا]۲[ لیدسکی معرفی شدند

 هاســتمیسبــرای ایــن  کننــدهکنترلمســائل تحلیــل پایــداری و طراحــی 
  .]۱-۷[ قرار گرفت موردتوجه

یک ماتریس احتمال انتقال رفتار سیستم پرش مـارکوف را مشـخص 
کنتـرل تحـت شـبکه)  یهاسـتمیس. اما در برخی مـوارد (ماننـد کندیم

ال دشـوار و یـا حتـی غیـرممکن قـدستیابی به همه عناصر احتمالات انت
  است.

سیستم کنتـرل تحـت شـبکه یـک سیسـتم کنتـرل اسـت کـه در آن 
کنتـرل  یهاگنالیس .اندشده کنترل از طریق یک شبکه بسته یهاحلقه

ـــــدبک ـــــتم و فی ـــــزای سیس ـــــان اج ـــــرل  در می   حســـــگرها،(کنت
اطلاعـاتی از طریـق شـبکه  یهابسـتهدر قالب  عملگرها)و  کنندهکنترل

طراحـی و  ،استفاده از شبکه ارتباطی در حلقه کنترل. شوندیمردوبدل 
 ١شـکل . ]۹، ۸[ کنـدیمـرا پیچیـده  سیستم کنترل تحت شبکه تحلیل

  دهد.های کنترل تحت شبکه را نشان میشمای کلی سیستم
  

  
  ]۸[کنترل تحت شبکه  هایسیستمشمای کلی : ۱ل کش

 یهاشـبکه کنتـرل مرسـوم، اسـتفاده از هاییسـتمبـا س یسهدر مقا
و  ینـاناطم یـتبهبـود قابل یی،بهبـود کـارا یـرنظ یادیز یایمزا یارتباط

 یهـاو هوشمند شـدن گره هاکشییمکاهش س یقاز طر یری،پذانعطاف
و  یدارنگـهنصـب،  هایینـهکاهش زمـان و کـاهش هز ینشبکه و همچن

بـه  یمجـاز یاتصـال فضـا. ]۱۱، ۱۰[ دارد بـه همـراهرا  یـبع یصتشخ
دور را فـراهم اسـت کـه امکـان کنتـرل از راه یتـیمز یگرد ییزیکف یفضا

  .]۱۲[ کندیم
های کنترل تحت سیستمکه به آن اشاره شد،  یادیز یایمزا به سبب

ــبکه ــا ش ــ یکاربرده ــنعت نظ یعیوس ــردر ص ــه ی ــدی،تول یهاکارخان  ی
ــه ــتمس ســازی،یلاتومب یهاکارخان ــهتهو یش،گرمــا هاییس ــهو تهو ی  ی

ه ینقل یلوسا ی،نظام یعدر صنا ینو همچن یمااپها و هو، موشک٧مطبوع
از  ی، همکاردورراهاز  یجراح یل،حسگر موبا یهاشبکه ین،بدون سرنش

  .]۱۲-۱۵[ است ردهک یداو ... پ ینترنتا یقراه حواس از طر
های کنتـرل هـا اشـاره شـد، سیسـتممزایایی کـه بـه آنه در کنار هم

ــا چالش ــه دو هــایی مواجهتحــت شــبکه ب ــد ک ــن مــورد از مهمان ــرین ای ت
های ها تأخیر زمانی القاشده توسط شبکه و از دسـت رفـتن بسـتهچالش

تـأخیر  یهاسـتمیسه دربـار طور کـه در مطالعـات همان اطلاعاتی است.
عملکـرد ضـعیف و  توانـدیمزمانی مرسوم نشان داده شده است، تأخیر 

نتـرل ک یسـتمدر سحتی ناپایداری سیسـتم حلقـه بسـته را ایجـاد کنـد. 
شـبکه ممکـن  ییالقـا یرمتفاوت شـبکه، تـأخ یهاپروتکلتحت شبکه با 

  .]۱۶، ۱۵[ باشد یتصادف یریمتغ یحت یابازمان،  یراست ثابت، متغ
از دسـت ه دیـپدتأخیر تصادفی و نیز ه دیپدیک رویکرد در برخورد با 

کـه در  های کنتـرل تحـت شـبکهسیسـتماطلاعـاتی در  یهابسـتهرفتن 
ـــال ـــر ب یهاس ـــیار اخی ـــهس ـــت،  موردتوج ـــه اس ـــرار گرفت ـــین ق   محقق

 فرآینـداسـتفاده از دلیـل فرآینـد مـارکوف اسـت. ه لیوسبهآن  یسازمدل
های بســته رفــتنو از دســت  تصــادفی ســازی تــأخیرمــارکوف بــرای مدل

ایـن اسـت کـه  کنتـرل تحـت شـبکه یهاسـتمیستصادفی در  اطلاعاتی
ــن احتمــال ــایمتغ ای ــ یره ــادفی در لحظ ــده تص ) بع 1)k  ــر ــه متغی ب

) جاریه تصادفی در لحظ )k  .وابسته است 
ً
ه زمـانی کـه یـک بسـت مثلا

بعـد نیـز از دســت ه بســت یشـتریب تمـالحاطلاعـاتی از دسـت بـرود بــا ا
شـود کـه در ایـن مـارکوف مـدل می فرآینـدبـا  یخوبرود. این رفتار بهمی

 شبکه به یک سیستم پرش مـارکوف تبـدیل حتت صورت سیستم کنترل
از نتـایج پایـداری و پایدارسـازی ایـن کـلاس  تـوانیم جهیدرنت شود.می

  .]۱۷-۲۲[ بهره برد هاستمیسخاص از 
 ]۱۹[فیدبک حالـت و در  کنندهکنترلطراحی  ]۱۸، ۱۷[در مراجع 

های کنتـرل تحـت سیسـتمفیدبک خروجـی بـرای  کنندهکنترلطراحی 
ور تأخیر تصادفی، انجام گرفته اسـت. همچنـین از دسـت در حض شبکه
 ]۲۱، ۲۰[فرآینـد مـارکوف در مراجـع  لهیوسبهاطلاعاتی  یهابستهرفتن 

در ایـن دو  کنتـرل تحـت شـبکه سیسـتم امـا پایـداریمدل شده اسـت. 
بسـتگی نداشـته و تنهـا  رفتهازدستهای اطلاعاتی به تعداد بسته مرجع

گرفتـه ها بـا موفقیـت انجامیند انتقال بسـتهآفر وابسته به این است که آیا 
 بـا متـوالی رفتهازدسـتهای تعـداد بسـته ]۲۲[مرجـع  در است یا خیـر.
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  شــرایط  ]۲۱، ۲۰[بـرخلاف مراجــع  فرآینـد مــارکوف مـدل شــده اســت و
نیـز بسـتگی  رفتهازدسـتهای برای پایداری به تعداد بسـته آمدهدستبه

  .دارد
ــر ــا ب ــد بن ــودن پدی ــادفی ب ــته هتص ــتن بس ــت رف ــأخیر و از دس های ت

 هادهیـپدسازی ایـن اخیر مقالات زیادی به مدل یهاسالاطلاعاتی، در 
، امـا در انـدپرداختههای کنترل تحت شبکه با فرآیند مارکوف در سیستم

 معلـوم 
ً
اکثر این مقالات مـاتریس احتمـال انتقـال مـدهای کـاری، کـاملا

ماتریس ه دربار  آلدهیامل و فرض شده است. اگرچه داشتن اطلاعات کا
 بـاوجودکنـد، امـا احتمال انتقال، آنالیز و طراحـی سیسـتم را سـاده می

عناصر ماتریس احتمـال انتقـال، ه های شبکه دسترسی به همپیچیدگی
حضـور  جهیدرنتبر خواهد بود. پذیر نبوده و یا هزینهعملی یا امکان ازنظر

بنـابراین تمرکـز  .اسـتتـر نـامعینی در ایـن مـاتریس بـه واقعیـت نزدیـک
چگونگی اصلاح شـرایط پایـداری و پایدارسـازی  به سمتمطالعات اخیر 

پرش مارکوف با لحاظ نـامعینی در احتمـالات انتقـال،  یهاستمیسبرای 
 نتایج جالبی در 

ً
پیشـنهاد شـده  ]۲۳-۲۵، ۵-۷[سوق یافته است. اخیرا

پـرش  یهاسـتمیسمسائل پایداری و پایدارسازی برای  هاآنکه در  است
بـه ت انتقال مطرح شده اسـت. لازم مارکوف با فرض نامعینی در احتمالا 

ت که تمـام کارهـای فـوق روی پایـداری و عملکـرد در یـک بـازه ـاس ذکر
  .اندشدهنامحدود متمرکز -زمان

رفتار سیستم، در یـک  بسیاری از کاربردهای عملیاز سوی دیگر در 
از جزئیات، یـک سیسـتم  نظرقطعاست. با  موردتوجهمحدود -بازه زمان

محــدود اســت اگــر بــا داشــتن کرانــی روی شــرایط اولیــه، -پایــدار زمــان
از حـد معینـی تجـاوز  یاشـدهمشخص زمانمدتسیستم در  یهاحالت
محـدود بـرای -تصـادفی زمـان تعریفی بـرای ]۲۷[. در مرجع ]۲۶[ نکند

پـرش مـارکوف مطـرح شـده اسـت. سـپس بـر اســاس آن،  یهاسـتمیس
ارائـه  هاسـتمیسمحـدود ایـن -یط کافی برای پایداری تصادفی زمانشرا

پایدارسازی تصادفی  منظوربهفیدبک حالت  کنندهکنترلطراحی شده و 
نیـز ابتـدا مسـئله  ]۲۸[محدود سیستم انجام گرفته است. مرجـع -زمان

ـــــــــران ـــــــــان داریک ـــــــــادفی زم ـــــــــرای -تص ـــــــــدود را ب   مح
کــرده و ســپس بــه  مربعــی غیرخطــی پــرش مــارکوف ارائــه یهاســتمیس

 هاسـتمیسفیدبک حالت برای این کلاس خـاص از  کنندهکنترلطراحی 
مسئله پایداری و پایدارسازی تصـادفی به نیز  ]۲۹[مرجع  پرداخته است.

بـا فـرض نـامعین رکوف خطـی پـرش مـا یهاستمیسمحدود برای -زمان
 پیوسـته پرداختـه اسـت.-بودن برخی از احتمالات انتقال در حوزه زمان

محـدود بـرای ایـن -با معرفی مفهوم پایداری تصادفی زمـان ر این مقالهد
 منظوربـه فیدبک حالـت کنندهکنترلطراحی  هاستمیسکلاس خاص از 

در  محدود سیستم انجـام گرفتـه اسـت.-تضمین پایداری تصادفی زمان
و  یتگـرومحدود مبتنـی بـر ر -پایدارسازی زماننیز به مسئله ] ۳۰[ مرجع

 پیوسـته-زمان پرش مارکوف یهاستمیسبرای بک حالت استفاده از فید
 ]۳۱[پرداختـه شـده اسـت. مرجـع نامعینی در احتمالات انتقال  باوجود

 پـرش مـارکوف یهاسـتمیسمحـدود بـرای -زمـانه طراحـی فیلتـر ـنیز ب

نـامعینی در احتمـالات انتقـال اختصـاص یافتـه  بـاوجودگسسـته -زمان
  است.

ـــی،  ـــهاز طرف ـــای ازآنجاک ـــدازه در کاربرده ـــی ان ـــعمل   ه گیری هم
نیســت، در چنــین وضــعیتی  ریپــذامکانبــرای فیــدبک اغلــب  هــاحالت

ــک کنترل ــی ی ــت. طراح ــب اس ــیار مناس ــی بس ــدبک خروج ــده فی کنن
کنترل فیدبک خروجی استاتیک برای ه مقالات کمی به مسئل وجودنیباا

ــالشهای کنتــرل تحــت شــبکه کــه کــاربردیسیســتم برانگیزتر از تر و چ
  اند.فیدبک حالت است، پرداختهکنترل 
ــازا ــی کنترل رونی ــه، طراح ــن مقال ــی در ای ــدبک خروج ــده فی   کنن

سیستم کنترل تحت شـبکه  محدود-پایدارسازی تصادفی زمان منظوربه
پــرش مــارکوف  یهاســتمیسدر حضــور تــأخیر تصــادفی و در چــارچوب 

یس خطی انجام گرفته است. با فرض نامعین بودن برخی از عناصر مـاتر
محـدود در قالــب -احتمـال انتقـال، نتـایج پایــداری و پایدارسـازی زمـان

های ماتریسی خطی جدید توسعه داده شـده اسـت. سـپس بـا نامساوی
قرار  یموردبررس آمدهدستبهدرستی نتایج سازی یک مثال عددی شبیه

 DC روی یـک موتـور آمدهدسـتبهست. در انتها نیز اعمال نتایج گرفته ا

تئـوری، کـه عـلاوه بـر تأییـد مباحـث  ک انجـام گرفتـه اسـتبدون جاروب
  .دهندیمشده را نشان عملکرد مناسب رویکرد مطرح

 سیستم کنترل تحت شبکه یسازمدل - ۲
. شـودیمـدر نظـر گرفتـه  ٢شـکل  صـورتکنترل تحت شبکه به سیستم

  ) تعریف شود.١(ه رابطفرض کنید مدل فرآیند با 

)1(  
     
 

1

( )

x k Ax k Bu k

y k Cx k

  


 

) آنکــه در  ) nx k R، ( ) mu k R ــه ترت ــردار حالــت و ورودی بیــب  ب

)، کنترل ) py k R بـردار خروجـی و A ،B و C ی حقیقـی هـاسیماتر
 تدارای رتبه سطری کامل اس C . ماتریسدهستن مناسبمعلوم با ابعاد 

) rank C p.(  

) تعریـف ۲(ه رابطـبـا ، تأخیروابسته به  یخروج دبکیقانون کنترل ف
  .شودیم

)2(      ( )k ku k K y k    

  

 
مدل سیستم کنترل تحت شبکه با حضور تأخیر تصادفی در مسیر : ۲ لکش

  کنندهکنترلحسگر تا 

یـک فرآینـد مـارکوف ه وسیلبهو  شدهمحدود فرض  kτ مقدار تأخیر
,0,1} که مقادیری در , }S    بـرایشـود. ، مـدل میکنـدیماختیار 
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 بـرای سیسـتمهای نـامعلوم نمونه ماتریس احتمال انتقال با برخی المان
ــــــرض ) و ۱( ــــــا ف 3ب  ــــــه به ــــــر گرفت ــــــر در نظ ــــــورت زی   ص
  :]۲۷[ شودیم

  

11 14

21

32 34

42

? ?
? ? ?

? ?
? ? ?

 


 


 
 
  
 
 
 

 

 چنـینو هم دهـدیعناصـر نـامعلوم را نشـان مـ "?" ماتریس فوقکه در 

ij احتمال انتقال از مد i در زمان k به مـد j در زمـان ( 1)k  

  :شودیمزیر تعریف  صورتبهکه  است

  
1

0

( | )

0    ,  , 1

ij k k

ij ij
j

P j i

for all i j S


  

 





  

  
 

  :شودیممادسازی زیر در نظر گرفته سادگی ن ورمنظبه
  

  

)3(  

,    

{  :   }

{  :   }

i i
k uk

i
k ij

i
uk ij

S S S for all i S
S j is known

S j is unknown





 





  

i اگـر علاوهبه
kS    ،آنگـاهباشـد i

kS زیـر  صـورتبه توانـدیمـ
  بازنویسی شود:

   1 , , , 1 i i i
k mS m s      

i که در آن
m N  ،گرانیب mمـین عنصـر معلـوم بـا شـاخصا i

m  در
 است. علاوه بر این در ادامـه و مباحـث بعـد نمـاد  ام ماتریسi سطر

i
k صورتبه i

k

i
k ijj S

 


 شودیم تعریف.  

ـــت به ) و بســـط٢ل (قـــانون کنتـــربـــا اعمـــال   صـــورتبـــردار حال

  ( ) ( 1) ( )
TT T Tz k x k x k x k       سیســــتم حلقــــه

  .دیآیم به دست) ٤( صورتبهبسته 

)4(          1 ( )k kz k A BK C z k     

  که در آن:

  

    1 1

0 0 0
0 0 0

0 0 0

0 0 0

n n

A
I

A I R

I

   

 
 
 
 
 
 
  







    



  

  1

0
0

0

n mB

B

R   

 
 
 
 
 
 
  



  

      10 0 0 0 p n
kC C R        

 در  kC   جزبه، صفرندهمه عناصر ( 1)k کـه امین بلـوکC 
k برای یسینوساده منظوربه پسنیازا. است i ، ( )kK  صـورتبه 

iK  و   
ikC C   شودیمنوشته.  

  شدهمطرحرویکرد  - ۳
محـدود بـرای یـک -در این بخش ابتـدا تعریـف پایـداری تصـادفی زمـان

سیستم خطی پرشی مارکوف بیان شده اسـت. سـپس نتـایج پایـداری و 
کنتـرل تحـت شـبکه محـدود بـرای سیسـتم -پایدارسازی تصادفی زمان

شـده اسـت، ارائـه ) مدل ٤سیستم حلقه بسته ( لهیوسبهکه  یموردبررس
ازی تصـادفی ـدارســایـایج پـه نتــت کــاسـ رـه ذکــبـت. لازم ـده اســش

کـه  فیدبک خروجـی اسـتاتیک کنندهکنترلمحدود برای طراحی -زمان
اســت، مطــرح  زتریبرانگچـالشو  تــریکــاربردنسـبت بــه فیــدبک حالـت 

با در نظر گرفتن قانون کنتـرل فیـدبک خروجـی و  درواقعگردیده است. 
ماتریسـی  یهـاینامسـاونتـایج در قالـب  ،iGوزنی یاهسیماترمعرفی 

 .اندشدهخطی جدید ارائه 
 )۵( صورتبهگسسته -زمان یک سیستم خطی پرشیدر حالت کلی 

  .]۲۷[ شودیمگرفته در نظر 

)5(  
           
 

, ,

0

1 ,

  0
r k k r k kx k A x k B u k

x x

  


 

) آنکــه در  ) nx k R ،( ) mu k R ــه ترت ــردار حالــت و ورودی  بیــب ب
 کنترل است. { , 0}r k k   است که  یاگسسته-زمانفرآیند مارکوف

 تغیـر مـد کنندهفیتوصو  کندیممقادیری در یک فضای محدود اختیار 

 . برایاست k در زمان r k i S  ،سیسـتم مـد یهاسیترما iام 

بـا  ییهاسیماتر iB و iA که در آن شوندیمنشان داده  iB و iA با
  .دنهست مناسبابعاد 

ـــف ـــی ( :١تعری ـــارکوف خط ـــرش م ـــتم پ ـــه۵سیس ـــه ب ـــا توج  ) ب

1 2( , , , )c c R N که R یک ماتریس مثبت معین و N N  داریپا ،است 

,1}بـراي  ) است اگرFTSSمحدود (-تصادفی زمان , }k N   داشـته

  :]27[ باشیم

          1 20 0    T Tx Rx c E x k Rx k c    

N امید ریاضی و E که در آن   اعـداد طبیعـی مثبـت ه مجموعـبیانگر
  است.

تعمیمــی از  تــوانیمــرا  ۱اســت کــه تعریــف  بــه ذکــرلازم  :۱ تــذکر
 یهاسـتمیسبـرای  ۸معـین یهاسـتمیس) FTS(محـدود -پایداری زمـان

و در نظر گرفت. مشابه تفاوت بین پایـداری مجـانبی لیاپـانوف  ۹تصادفی
FTS  معـین، سیسـتمی کـه  یهاسـتمیسبرایFTSS ممکـن  باشـدیمـ

میـانگین نباشـد. همچنـین یـک سیسـتم پایـدار  -است پایـدار مربعـات
  .]۲۷[ نباشد FTSSمیانگین ممکن است  -مربعات
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  محدود- پایداری تصادفی زمان - ۱- ۳
، یک شـرط کـافی بـرای پایـداری تصـادفی ۱این بخش بر اساس تعریف 

ی پرشی مـارکوف توسـعه داده شـده و اثبـات محدود سیستم خط-زمان
  گردیده است.

) ا) ب5( سیستم :۱ قضیه ) 0u k  1 و با توجـه بـه 2( , , , )c c R N 

0 رمحـدود اسـت اگـر بـرای اسـکال-پایدار تصـادفی زمـان  ، وجـود
) 0 یهاسیماترداشته باشد  1,2, , )iP i    1 و اسکالرهای 0  

2و  0  کهیطوربه:  

)6(  1 2iI P I    

)7(  1 2 2 1( 1) 0N c c      

)8(  
  [ ] 1 0

i
k

T i
j iij i i k

j S

A A PP  


    

)9(   ( 1) 0         T i
j ii i ukA AP P j S      

که در آن، 

1 1
2 2i iRP P R است.  

  :میکنیمزیر انتخاب  صورتبهتابع لیاپانوف را  اثبات:

          , , T
iV x k r k x k P x k r k i S     

  . در بخـش اول نشـان شـودیمـبـه دو بخـش تقسـیم  ۱اثبات قضیه 
تضـمین  تواننـدیمـ) ۱۰) به همراه شـرط (۷) و (۶که شرایط ( میدهیم

ــد  ــورتکنن ــهیدرص ــرط ک  ش    10 0  Tx Rx c  ،ــد ــرار باش ــاهبرق  آنگ

     2
TE x k Rx k c ــت ــف  اس ــق تعری ــذا طب ــتم (۱و ل ) ۵، سیس
محدود است. همچنین در بخـش دوم نشـان داده -پایدار تصادفی زمان

  .کنندیم) را ایجاب ۱۰) شرط (۹) و (۸که شرایط ( شودیم

)10(       , ( ( ), ( ))V x k r k V x k r k   

عملگر دیفرانسـیل جزئـی  یک گرانیبدر حالت کلی   )،۱۰در رابطه (

 صورتبهاست که  
0

( )
 ( ) lim t

t

E f X f x
f x

t




     شـودیمتعریف 

]۳۲[.  
زیـر  صـورتبهبرای فواصل متفاوت  تواندیم) ۱۰شرط ( بخش اول:
  بازنویسی شود:

          
    

           
     

           
     

1 , 1 0 , 0

0 , 0

2 , 2 1 , 1

1 , 1

1 , 1 ,

,

E V x r V x r

V x r

E V x r E V x r

E V x r

E V x k r k E V x k r k

E V x k r k















  





 

  :یعنی

          

           

1 , 1 ( 1) 0 , 0

1 , 1 ( 1) ,

E V x r V x r

E V x k r k E V x k r k





 

   

   

  بازگشتی خواهیم داشت: صورتبه جهیدرنت

             
       

       

2

, 1 1 , 1

1 2 , 2

1 0 , 0k

E V x k r k E V x k r k

E V x k r k

E V x r







   

   

 



 

  :همچنین

          
    
       

( )

1/ 2 1/2
( )

, T
r k

T
r k

T
min r k

E V x k r k E x k P x k

E x k R P R x k

P E x k Rx k







 

  :از سوی دیگر

            

     

        

(0)

1/2 1/2
(0)

0

1 0 , 0 1 0 0

1 0 0

1 0 0

k k T
r

k T
r

k T
max r

V x r x P x

x R P R x

P x Rx

 



 

  

 

 

 

  :جهیدرنت

       
        

    
0

10

1 0 0

1

T
min r k

k T
max r

k
max r

P E x k Rx k

P x Rx

P c



 

 

 

 

 

  :شودیم) نتیجه ۷) و (۶از (

         
  

0
1 21

max rkT

min r k

P
E x k Rx k c c

P





    

) و ۸( یهاشـرطکـه  میکنـیمدر این بخش اثبات  حال بخش دوم:
اسـت کـه شـرط  به ذکـرلازم . کنندیم) را ایجاب ۱۰) برقراری شرط (۹(
  ) معادل است با:۱۰(

              
        

   

1 , 1 | , ,
T T T

j iij i i
j S

T
i

E V x k r k x k r k V x k r k

x k A A x k x k P x k

x k k

P

P x







  

 



  

  بنابراین داریم:

     ( 1) 0T T
j iij i i

j S

x k A P A P x k 


     
  
  

ـــــــ ـــــــه تع ـــــــه ب ـــــــا توج ـــــــال ب i اریفح
kS  وi

ukS ) و۳در ( 

1 ,  
i i
k uk

ij ij ij
j S j S j S

i S  
  

      ، :داریم  
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  





 

 

 1

( 1)

( 1)

( 1)

i i
k uk

i i
k uk

i i
k k

i i
uk uk

T
j ii ij i i

j S

T
jij ij i i

j S j S

iij ij
j S j S

T
j iij i i ij

j S j S

T
j iij i i ij

j S j S

A A P

A A

P

A A P

A A P

P

P

P

P

 

 

  

  

  



 

 

 

 

  

 
   
 

 
    
 

  

  



 

 

 

 



 

و  iاکنــون بــا تعریــف  i صــورتبهزیــر، ایــن معادلــه  صــورتبه 
       i ii i S     شودیم نویسیخلاصه.  

 

  

 

( 1)

( 1)

[ ( 1) ]

i i
k k

i i
uk uk

i
uk

T
i j iij i i ij

j S j S

T
i j iij i i ij

j S j S

T
j iij i i

j S

P

P

P

A A P

A A P

A A P

  

  

 

 

 



  

  

  

 

 





  

0i کـه کننـدیم) ایجاب ۹) و (۸بنابراین شرایط (   و 0i  

0iشرط  جهیتدرن باشد،   شودیمبرآورده.  

  فیدبک خروجی استاتیک کنندهکنترلطراحی  - ۲- ۳
در بخش قبل، یک شرط  شدهدادهدر این بخش با توجه به نتایج توسعه 

محدود سیستم کنترل تحـت -کافی برای تضمین پایداری تصادفی زمان
ر نظر گرفتن قانون کنتـرل فیـدبک ، ارائه شده است. با دموردنظرشبکه 

  طراحـــــی ، iG وزنـــــی هـــــاییسماتر) و معرفـــــی ۲خروجـــــی (
ماتریسـی خطـی جدیـد  هایینامسـاوپایدارساز از طریـق  کنندهکنترل

انجام گرفته است. لازم به ذکر است که ایـن مقالـه در مقایسـه بـا مرجـع 
داری تصــادفی ـایـــه پـئلـــه مسـبــ رـتــیردـبارـکی و ـاهی عملـــنگــ ]۲۷[

 به سببپرش مارکوف خطی داشته است.  هاییستمسمحدود در -زمان
همـه حـالات سیسـتم بـرای فیـدبک اغلـب در  یریگاندازهدر عمل  کهآن

فیدبک خروجی  کنندهکنترلدسترس نیست و در چنین حالتی طراحی 
  .شودیماست، لازم  تریکاربردکه 

0 ســــــکالراگــــــر بــــــرای ا :۲ قضــــــیه  ،هــــــاییسماتر 
0 ( 1, 2, , )i iX   ،iG ،iM ،iQ  ـــــــــــکالرهای 1λو اس 0  و

2λ 0  بــرآورده ۱۵) تــا (۱۱شــرایط ( کــهینحوبهوجـود داشــته باشــد (
محـدود -) پایـداری تصـادفی زمـان۲قانون کنترل فیدبک ( آنگاهشوند، 

1) را با توجه به ۴سیستم حلقه بسته ( 2( , , , )c c R N  ندکیمایجاب. 

)11(   
i ii iCQ C G  

)12(  1 1 1 1
2 1iR X R       

)13(  1 2 2 1( 1) 0N c c      

)14(  
1( (1 ))

0
T i

ii i k i
T
i i

G G X H

H L

      
  
  

 

)15(  

1 ˆ ˆˆ(1 ) ( )
0, ˆ ˆˆ( )

 

T T
i i i i i i

i i i j

i
uk

G G X AG BM C

AG BM C X

j S

      
  

   
 

 

  که در آن:
  

  

1

1

( )

( )

{ , , }

i

i
m

i i
m

T
i ii ii

T
ii ii

i

H

L

AG BM C

AG BM C

diag X X





 





 












 

i یبـــــه ازا کننـــــدهکنترل یهـــــابهره علاوهبـــــه S  از رابطـــــه
1

i i iK M Q  دیآیم به دست.  
Tو از چپ در  iG)، از راست در ۸ابتدا طرفین نامساوی ( :اثبات

iG 
ذاری با جایگ آنگاه. شودیمضرب   ( )ii iA A BK C  و با استفاده از

 بـه دسـت(به بخش ضمایم رجوع شـود.) نامسـاوی زیـر  ۱۰لم مکمل شر
  :دیآیم

1

1

1

1

1

ˆ ˆˆ( (1 )) ( )

*

* 0
ˆ ˆˆ( )

0 0

i

i

i
m

i
m

T i T
i k i i i i i ii

T
i i i ii

G PG AG BK C G

P

AG BK C G

P









  









  

 











 





 





 



 

) در این ۱۶اکنون با جایگذاری تعاریف (تقارن است.  گرانیب *که در آن 
  .دیآیم به دست) ۱۷رابطه، نامساوی (

)16(  


 

1
ii

i ii i iC C

X P

K G M






 

)17(  
1 1( (1 )) ( )

0
T i

ii k i i
T
i i

G X G H

H L

     
  
  

 

0iXبـراي  ازآنجاکه ، 1( ) ( ) 0T
i i i i iX G X X G    همـواره

) نیـز برقـرار اسـت. 17) برقرار باشـد، نامسـاوي (14اگر (برقرار است. 

) 11(ه معادلـ. دیـآیمـ به دست) 15امساوي ()، ن9مشابه براي ( طوربه

  . همچنـــین شـــودیمــ)، نتیجـــه 16نیــز بـــا توجـــه بــه تعریـــف (

) و با توجه بـه تعریـف 7) و (6) مستقیماً از (13) و (12( يهاينامساو


1

iiX P


 ندیآیم به دست.  

) ۱۱( ایـن اسـت کـه قیـد تسـاوی شـودیمی که مطرح سؤالاکنون 
 یهـاسیماتر ازآنجاکـهچگونه باید حل شـود. 

iC ، دارای رتبـه سـطری
p ی متعامـــــدهــــاسیماترکامــــل هســــتند، همیشــــه  pU R  و 

   1 1n n
iV R     به ازای i S زیر وجود دارد: صورتبه  
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   1 2
ˆ ˆ Σ 0ii i i i iUCV UC V VC                               (18)  

ــــــوق ــــــه ف  کــــــه در رابط 1
1

n p
iV R    ،   1 [ 1 ]

2
n n p

iV R      و 
1Σ { , , }pdiag    کـه اسـت ( 1, , )r r p   مقــادیر تکـین غیــر 

صفر 
iC ۱۹[ هستند[.  
برای  :۱ لم ( )iC i S با رتبه P اگر به ازای ،i S ی هـاسیماتر

iG ) وجـود داشـته باشـند، آنگـاه ۱۹با رتبه کامل و ساختاری بـه فـرم (
) را ۱۱معادلـه تسـاوی ( کـهیطوربـهوجود دارند  iQه ژ یناوی هاسیماتر

  .]۱۹[راضی کند

)19(  
1

2 3

1 1 1 2 2 1 2 3 2

0i T
i i i

i i

T T T
i i i i i i i i i

G
G V V

G G

V G V V G V V G V

 
  

 
  

 

1 فــــــــــوقه رابطــــــــــکـــــــــه در 
p p

iG R  ، [ 1 ]
2

n p p
iG R     ،

   [ 1 ] [ 1 ]
3

n p n p
iG R       .1iV 2 وiV ) اندشده فیتعر) ۱۸نیز در.  

محـدود -ایـدار تصـادفی زمـان) پ۴(ه بسـتسیستم حلقـه  :۱ نتیجه
0iX یهـاسیماتراست، اگر وجود داشته باشد   ،1iG ،2iG ،3iG  و

iM ،به ازای کهیطوربهi S تـا۱۲(ی مـاتریس خطـی هاینامساو ( 
. اندشـده فیـتعر) ۱۹(ه معادلـبـا  هـاiG هاآنکه در  ) برقرار باشند۱۵(

) کنندهکنترل یهابهره علاوهبه )iK i S زیـر حاصـل ه معادله لیوسبه
  .اندشده فیتعر) ۱۸نیز در ( و  U .شوندیم

)20(  1 1
1Σ Σi i iK M U G U   

  عددی یهایسازهیشب - ۴
برای یک مثال عددی ساده و سپس  یسازهیشبدر این بخش ابتدا نتایج 

بـرای نشـان دادن صـحت و کـارایی ) BLDC یک مثال کاربردی (موتـور
ـــــدهمطرحروش  ـــــت. ش ـــــده اس ـــــه ش ـــــه، ارائ ـــــی  منظورب   طراح

بـرای حـل  YALMIP ]۳۳[ ابزارجعبـهمتلـب و  افـزارنرماز  کنندهکنترل
  شده است.ماتریسی استفاده  یهاینامساو

  مثال عددی - ۱- ۴
  شود:صورت زیر فرض می) به۱( رابطه یستمهای سماتریس

 
1.2 0.7 1

,  ,   1 0
0 0.5 1

A B C
   

     
   

 

3با فرض   ،ریتأخ k یک فرآینـد مـارکوف بـا مـاتریس  لهیوسبه
  :شودیمدل زیر م صورتبهاحتمال انتقال 

)21(  

0.6 ? ? 0
? 0.4 ? 0

0.5 0.3 ? ?
0.2 ? ? ?

 
 
  
 
 
 

 

توسـط مـاتریس  دشـدهیتولیک تحقـق تصـادفی از فرآینـد مـارکوف 
  نشان داده شده است. ۳در شکل  )۲۱احتمال انتقال (

R با در نظر گرفتن I ،۵۰=N ،۱=1c ،۱۰=2c  ۱۷/۰و=α،  ابتـدا
ماتریسـی  یهـاینامسـاوبـرای حـل  YALMIP ابزارجعبـهبا استفاده از 

0iX یهــاسیماتر بــرای ۱۱یــک پاســخ شــدنی) ۱۵) تــا (۱۲(  ،1iG ،

2iG ،3iG  وiM یهـابهره) ۲۰(ه رابطو سپس از آورده شده  دست به 
 پاسـخ ۴شکل . شوندیممحاسبه شده و به سیستم اعمال  کنندهکنترل
 سیستم را به ازای شرایط اولیـه یهاحالتزمانی  0 0.8 0.6 Tx    و

مشخص  ۴ شکلاز که  طورهمان. دهدیمنشان  ۳شکل  فرآیند مارکوف
1 است سیستم با توجه به 2( , , , )c c R N محـدود -پایـدار تصـادفی زمـان

  است.
  

  
احتمال  ماتریس حاصل از یک تحقق تصادفی از فرآیند مارکوف: ۳ل کش

  )٢١( انتقال

  
   فرآیند مارکوف به ازایسیستم  هایحالتزمانی خ پاس: ۴ل کش

  ٣شکل 

نتـایج بـه  کـهنیابرای  دشدهیتولتصادفی بودن فرآیند مارکوف  بنا بر
ی سازهیشببار  ۱۰۰ی از ریگنیانگیمبا  ۵باشد، شکل  ترکینزدواقعیت 

 اسـت. آمده به دستفرآیند مارکوف تصادفی،  ۱۰۰ یبه ازاسیستم فوق 
  .دهدیمکارایی روش پیشنهادی را نشان که این شکل نیز 
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پاسخ  ١٠٠از  گیریمیانگین به ازایسیستم  هایحالتزمانی  پاسخ: ۵ل کش

  تصادفی

پایدارسـازی تصـادفی  نـهیدرزم تـاکنوناست مقالاتی که  ذکرانیشا
 از  هاستمیسمحدود این کلاس خاص از -زمان

ً
وجود داشته است، عمدتا

 کننـدهکنترلاسـتفاده از . انـدکردهتفاده فیدبک حالت اس کنندهکنترل
محدود این کلاس -پایدارسازی زمان منظوربهفیدبک خروجی استاتیک 

. قـرار گرفتـه اسـت موردمطالعه کاری است که در این مقاله هاستمیساز 
فیـدبک  کنندهکنترلکه از  ]۲۷[نتایج مقاله با مرجع  مقایسه وجودنیباا

 ۶این مثـال انجـام گرفتـه اسـت. شـکل  حالت استفاده کرده است برای
ــــــــــانی  ــــــــــخ زم ــــــــــاحالتپاس ــــــــــرای  یه ــــــــــتم ب   سیس

. دهـدیمـرا نشـان  ]۲۷[مرجع در  شدهارائهفیدبک حالت  کنندهکنترل
ــان ــه  طورهم ــکلدر ک ــاهده  ۶و  ۵ یهاش ــمش ــودیم ــاز ،ش ی پایدارس

انجام شده اسـت و نتـایج روش  یخوببهمحدود در هر دو -تصادفی زمان
ــدهارائه ــه در  ش ــاوجودمقال ــهنیا ب ــدهکنترلاز  ک ــی کنن ــدبک خروج  فی

  .است قبولقابلکرده است، استفاده  استاتیک

  
   به ازایسیستم مثال عددی  هایحالت: پاسخ زمانی ۶ل کش

 ]۲۷[فیدبک حالت مرجع  کنندهکنترل

  بدون جاروبک) DC (موتورمثال کاربردی  - ۲- ۴

اسـت کـه  DC رکنترلـی موتـو یهاسـتمیسرایـج در  یهـامحرکیکی از 
 حرکـت میرمسـتقیغ طوربـهحرکـت دورانـی و  توانـدیمـسـتقیم م طوربه

ــای ــد. در موتوره ــد کن ــی تولی ــط  BLDC خط ــیون توس ــل کوموتاس عم
معمـول  DC و بـرخلاف موتورهـای شودیمکلیدهای الکترونیکی انجام 

نیاز به کموتاتور مکانیکی و جاروبک ندارند. حـذف کموتـاتور و جاروبـک 
، مزایـایی نظیـر قابلیـت اطمینـان بـالاتر و عـدم نیـاز بـه هـاور موتاین  در

بــالاتر، حــذف انــواع تــداخلات فرکــانس  یهاســرعتتعمیــر، کــارکرد در 
ن و حجـم به کنتـرل، کـاهش وز هاجاروبکرادیویی، حذف جرقه اتصال 

الکترونیک قـدرت ایـن  یهایتکنولوژبا پیشرفت  دارد. به همراهروتور را 
، هـافن، هوافضـا، یخـانگلوازم، هـارباتفراوانـی در  موتورها کاربردهای

  ، وسـایل نقلیـه برقـی و ... پیـدا هاکارخانـهقلب مصـنوعی، اتوماسـیون 
 فیدبک خروجی بـرای کنندهکنترلطراحی  بهادامه این بخش . اندکرده

 تحـت شـبکه در حضـور تـأخیر تصـادفی BLDC پایدارسازی یک موتـور
  شبکه اختصاص یافته است.

 و یکـیمـدار الکتررا در نظـر بگیریـد.  بدون جاروبـک DC وتورم کی
 یپارامترهـا نیهمچنـ .اندشدهنشان داده  ۷آزاد روتور در شکل  اگرامید
  .اندشدهآورده  ۱موتور در جدول  یکیزیف

  

  

  DC موتور: ۷ل کش

 DC پارامترهای فیزیکی موتور :۱جدول 
  مقادیر  پارامترهای فیزیکی

  ممان اینرسی روتور
2

6
2
.3.228 10 

kg mJ
s

 

63.5  ضریب میرایی سیستم مکانیکی 10 . mC Nm s  

0.0274.  ثابت نیروی الکتروموتوری  e t
N mK K K
Amp

  

4  مقاومت الکتریکی R  
62.75  اندوکتانس الکتریکی 10 L H  

  V  ولتاژ منبع تغذیه (ورودی)

    موقعیت شفت (خروجی)

حال با استخراج معادلات حالت سیستم بر اساس اصـول فیزیکـی و 
 عنوانبـه، موقعیت و سرعت دورانـی موتـور با در نظر گرفتن جریان روتور

 دسـت ه) بـ۲۲( صـورتبهحالت، مدل فضای حالت سیسـتم  یرهایمتغ
 :دیآیم
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d V
dt

i i

y
i

 

 







 

 
  

       
       

        
       

       
 
    
 
 



 



 

 T=۱ یبردارنمونـهو بـا دوره ) ٢٢و معادلات ( ١که با توجه به جدول 
3. بـا فـرض دیـآیمـ بـه دسـت )١سیسـتم ( زمـان-نسخه گسسته  ،

یک فرآیند مارکوف با همان مـاتریس احتمـال انتقـال  لهیوسبه k ریتأخ
یـک تحقـق تصـادفی از فرآینـد مـارکوف  .شـودیم) مثال قبل مدل ٢١(

نشـان داده  ۸) در شـکل ۲۱توسط ماتریس احتمـال انتقـال ( دشدهیتول
  شده است.

Rبا در نظر گرفتن  I ،50=N ،۱=1c ،۱۰=2c  ۱۷/۰و=α ، ابتـدا
ماتریسـی  یهـاینامسـاوبـرای حـل  YALMIP ابزارجعبـهبا استفاده از 

0iX یهاسیماتربرای یک پاسخ شدنی ) ۱۵) تا (۱۲(  ،1iG ،2iG ،

3iG  وiM ــت ــه دس ــپس از  ب ــده و س ــآورده ش ــابهره) ۲۰(ه رابط  یه
 پاسـخ ۹شکل . شوندیممحاسبه شده و به سیستم اعمال  کنندهکنترل

   سیســـــــــــــــــــــتم را یهـــــــــــــــــــــاحالتزمــــــــــــــــــــانی 
ــه ازا ــرایط اولیــه یب ش 0 0.8 0.42 0.42 Tx     ــارکوف ــد م و فرآین

 یهـاحالت، دیـآیبرمـ ۹ شـکلکـه از  طورهمان .دهدیمنشان  ۸شکل 
 یزمانبازه در یک  و سیستم به مفهوم مربعات میانگین از یک حد معینی

محــدود -و شــرط پایــداری تصــادفی زمــان محــدود تجــاوز نکــرده اســت
ی ریگنیانگیـمبا  ۱۰مشابه مثال قبل شکل  ستم برآورده شده است.سی
ــار  ۱۰۰از  ــازهیشبب ــوس ــتم ف ــد ۱۰۰ یبــه ازاق ی سیس مــارکوف  فرآین

  است.  آمده به دستتصادفی، 

  
مارکوف حاصل از ماتریس احتمال : یک تحقیق تصادفی از فرآیند ۸ل کش

  )٢١انتقال (

  
  ٨ازای فرآیند مارکوف شکل سیستم به  هایحالتپاسخ زمانی : ۹ل کش

  
پاسخ  ١٠٠از  گیریمیانگینبه ازای   سیستم هایحالتزمانی  پاسخ: ۱۰ل کش

  تصادفی

، بــا توجــه بــه شــودیمــمشــاهده  ۱۰ شــکلکــه در  طورهمــان
1 2( , , , )c c R N  محدود برآورده شده است و -پایداری تصادفی زمانشرط

  .شودیمی را تضمین کارایی روش پیشنهاد

  یریگجهینت - ۵
در این مقالـه ابتـدا یـک سیسـتم کنتـرل تحـت شـبکه در حضـور تـأخیر 

پــرش مـارکوف مــدل شــده  یهاســتمیستصـادفی شــبکه، در چـارچوب 
محـدود سیسـتم -است. سپس با توجه به تعریف پایداری تصادفی زمـان

گسسـته خطـی، معیــاری بـرای تضـمین پایــداری -پـرش مـارکوف زمــان
محدود سیستم در قالب قیود نامساوی ماتریسـی خطـی -زمان تصادفی

فیـدبک خروجـی  کننـدهکنترلفراهم شده است. علاوه بر این طراحـی 
  وابسته به مـد بـا فـرض نـامعینی در مـاتریس احتمـال انتقـال، از طریـق 

نتـایج  تیـدرنهاماتریسی خطی جدید انجام گرفته اسـت.  یهاینامساو
ای نشـان دادن کـارایی روش پیشـنهادی، دو مثال عددی بر  یسازهیشب

  ارائه شده است.

  هاپیوست
 ، رابطه زیر همواره برقـرار اسـتQبرای ماتریس متقارن : لم مکمل شر

]۱[:  
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