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Short Abstract 

Although by employing the Huffman algorithm one can construct the compact code (code with Kraft sum equal to 1) with minimum redundancy for an 

information source, in some problems it is required to first construct all possible compact codes and then select an appropriate one on the basis of a 

desired criterion. In particular, if the length of all codewords of an 𝑛-tuple compact code is 𝜆 or more, then the difference between the largest and the 

smallest codeword lengths is limited to 𝑛 − 2𝜆, and as a result, by considering larger values for  𝜆, the decoding procedure can be accomplished more 

efficiently. The main goal of this paper is construction of all such codes and an algorithm is introduced which generates only these codes (i.e., 𝑛-tuple 

compact codes with all codewords of length 𝜆 or more). Noting the correspondence between the multiplicity vectors of the compact codes and some 

sequences of numbers, we find the necessary and sufficient condition that a sequence of numbers is correspondent with a compact code with the shortest 

codeword at least 𝜆 bits long. This way, by generating all suitable sequences, all the desired compact codes can be constructed without generating any 

other compact code. Using the proposed algorithm, less computational resources are required. For example, for 𝜆 = 3, the required computational 

resources for generating only the desired compact codes are 5 percent of those when all compact codes are generated. 
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1- Short Introduction 

Compact codes (resp. compact binary trees) have significant role in source coding (resp. computer science). The minimum redundancy prefix-free code, 

which can be obtained by the Huffman algorithm, is always a compact code. However, sometimes all compact codes must be constructed and examined 
one by one. For instance, when the source is not completely known and/or more complicated criteria (rather than the redundancy) is considered. 

Construction of all compact codes has been extensively studied from different points of views. The problem of this paper is construction of those 

compact codes whose codeword lengths are not less than a given value 𝜆. Such codes are important when limited variation in delay of decoding symbols 

is desired in addition to low redundancy. 

 
2- Proposed Work and Methodology  

If the shortest codeword of an 𝑛-tuple compact code is at least 𝜆 bits, then the difference between the lengths of the longest and the shortest codewords 

is at most 𝑛 − 2𝜆 bits. Thus, by choosing an appropriate value between 1 and ⌊log 𝑛⌋ for 𝜆, the variation in delay of decoding symbols can be limited. 

The main goal of the paper is construction of all 𝑛-tuple compact codes whose shortest codeword is at least 𝜆 bits. This particular problem has not been 

considered in the literature. For simplicity, we deal with multiplicity vector of each compact code. Using two functions 𝜙(∙) and 𝜓(∙), and noting that 
the multiplicity vector of each compact code can be obtained by applying a sequence of  𝜙 and 𝜓 functions, a correspondence between compact 

codes and some sequences of non-negative integers can be defined. In this paper, sequences of non-negative integers that correspond with compact 

codes with the smallest codeword length not less than 𝜆, are characterized and an algorithm is proposed to generate all such sequences.  

 

3- Conclusion  

A trivial solution for constructing all 𝑛-tuple compact codes with the lower bound 𝜆 on the length of the shortest codeword length is using one of the 

known algorithms to generate all 𝑛-tuple compact codes and filter out those which do not meet the constraint. But the problem is that the number of all 

𝑛-tuple compact codes grows exponentially with 𝑛 and considerable resources (time/memory) may be wasted in the mentioned procedure. For instance, 

for 𝑛 = 33 there exist 33818794 compact cods but only 15298 of them satisfy the constraint with 𝜆 = 4. The significance of the proposed algorithm 

is that it generates only the required compact codes. 
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 کد طول ترین کوچک  یرو  تیبا محدود  فشرده  یکدها همه دیتول
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 چکیده 

توان کد فشرده )کد با مجموع کرافت مساوی یک( با حداقل افزونگی را برای یک منبع اطلاعات بدون حافظه ساخت،  اگرچه با استفاده از الگوریتم هافمن می

کد مناسب با معیار مورد نظر انتخاب شود. به طور خاص اگر طول   آنها شود که ابتدا همه کدهای فشرده ممکن ساخته شوند و بعد از بین در برخی مسائل لازم می

𝑛کد آن به  ترین طول کلمهترین و کوچکیا بیشتر باشد، آنگاه اختلاف بزرگ 𝜆تایی  𝑛کدهای یک کد فشرده  همه کلمه − 2𝜆 شود و درنتیجه با افزایش  محدود می

شود که فقط همین  ساخت چنین کدهایی هدف اصلی این مقاله است و برای این کار الگوریتمی ارائه می.  کدبرداری را با کارایی بالاتری انجام دادتوان  می  𝜆مقدار  

کند. با توجه به تناظری که بین بردارهای چندگانگی کدهای فشرده با  یا بیشتر باشد( را تولید می  𝜆  آنها کدهای  تایی که طول همه کلمه  𝑛کدها )کدهای فشرده  

بیت باشد را پیدا    𝜆ترین کلمه کدش حداقل  که یک دنباله از اعداد متناظر یک کد فشرده که کوتاه  های اعداد وجود دارد، شرط لازم و کافی برای این برخی دنباله

با استفاده از    شوند بدون اینکه هیچ کد فشرده دیگری تولید شود.های مناسب، همه کدهای فشرده مطلوب ساخته میکنیم. بدین ترتیب با تولید همه دنبالهمی

𝜆برای  مثال    عنوانشود. بهمنابع محاسباتی کمتری برای تولید کدهای مطلوب لازم می  الگوریتم پیشنهادی = کدهای    فقط()منابع محاسباتی لازم برای تولید  ،    3

 د. ن شو که همه کدهای فشرده تولید  است درصد حالتی   5 ،مطلوب
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 مقدمه -1

ها همواره به عنوان یک راهکار غلبه بر  سازی دادهفشرده  ،ارتباطات  در عصر

برای ذخیره و ارسال  محدودیت بوده است.    اطلاعاتهای عملی    با مورد توجه 

در دسترس عموم  تر از گذشته  ها بسیار بیشتر و ارزانکه امروزه حافظه  وجود این

برداری از  ها با چنان سرعتی رو به فزونی است که بهرههستند، ولی حجم داده

ست.  گریزناپذیر ا سازی و تلاش در جهت بهبود و تکامل آنها  های فشردهالگوریتم

  اتلاف بدونو    اتلافباتوان به دو دسته  صورت کلی میسازی را بههای فشردهروش

یا  تقسیم  مفید  اطلاعات  حاوی  داده  از  قسمتی  که  شرایطی  در  نمود.  بندی 

می نباشد  آن  حساسی  حذف  با  روشبهتوان  فشردهوسیله  بااتلاف  های  سازی 

روزمره زندگی  ترین امور  ها از سادهحجم داده را کاهش داد. امروزه این الگوریتم

گرفتن یک عکس یا ضبط    وگنال صحبت در یک مکالمه تلفنی  یمانند ارسال س

به ذخیره    نظیر  ی علمیهاچالشترین  تا پیچیده  ،همراهوسیله تلفنیک ویدیو 

بیولوژیکی  و سیگنالنتیکی  ژاطلاعات   قرار دادههای  تاثیر    .[3-1]  اندرا تحت 

های آماری حجم  اتلاف بر اساس حذف افزونگیبدونسازی  فشردههای الگوریتم

به را  میگونهداده  کاهش  میای  که  و  دهند  کم  هیچ  بدون  را  اولیه  داده  توان 

 
1 Codewords 
2 Kraft 

ها مورد توجه  دادهسازی بدون اتلاف  ی کرد. در این مقاله فشردهسازکاستی باز

   .گیردقرار می

فشرده سمبلبرای  دنباله  از  سازی  اطلاعات  منبع  یک  خروجی  های 

می استفاده  منبع  از  کدگذاری  نگاشت  یک  واقع  در  منبع  کد  هر  دنباله  شود. 

کلمهسمبل مجموعه  به  منبع  منبع،    1کدها های  کد  یک  انتخاب  هنگام  است. 

معیاری که باید در نظر گرفته شود قابلیت کدبرداری یکتای آن کد است،  اولین  

  کدها، بتوان به صورت یکتا و بدون ابهامبدین معنی که برای هر دنباله از کلمه

تایی با بردار  𝑛 که یک کد منبع    های متناظر آن را یافت. برای این دنباله سمبل

𝐿کدهای  طول کلمه = (ℓ1, ℓ2, … , ℓ𝑛)  قابلیت کدبرداری یکتا داشته باشد باید ،

 یعنی  2کدهای آن در نامساوی کرافت طول کلمه

(1 ) ∑2−ℓ𝑖

𝑛

𝑖=1

≤ 1 

کند عبارت »طول  [4]  صدق  به جای  اغلب  مقاله  این  در  واژه    «3کد کلمه.  از 

 شود.استفاده می «4کد»طول

کدهای بعد  کلمهکدها را بدون نیاز به  کد از دنباله کلمهکلمهاگر بتوان هر  

3 Codeword length 
4 Codelength 
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گوییم  از آن به صورت یکتا کدبرداری کرد )یعنی سمبل متناظرش را یافت( می

است. از آنجا که    5کد قابلیت کدبرداری آنی دارد یا کد مورد نظر یک کد آنی 

باعث کاهش تاخیر و سادگی عملیات کدبرداری می شود، در اکثر  این قابلیت 

برده می بهره  شود. برای اینکه یک کد قابلیت  کاربردهای فشرده سازی از آن 

کدی از آن،  کلمهباشد یعنی هیچ    6بدون پیشوند   کدبرداری آنی داشته باشد باید

برداری از مزیت کدهای  که بهره  کدها نباشد. نکته جالب اینپیشوند دیگر کلمه

بدون پیشوند، یعنی تاخیر کمتر در کدبرداری، باعث کاهش نرخ فشرده سازی  

با قابلیت  یک کد  های  کدطولشود زیرا  نمی بدون پیشوند هم )مانند کدهای 

نامساوی کرافت صدق کنند و برعکس باید در  های  اگر طول  کدبرداری یکتا( 

(ℓ1, ℓ2,… , ℓ𝑛) توان با یک الگوریتم  در نامساوی کرافت صدق کنند، آنگاه می

[. به عبارت دیگر اگر  4ها ساخت ]سر راست، یک کد بدون پیشوند با این طول

کدها  توان فقط با تغییر کلمهیک کد با قابلیت کدبرداری یکتا در اختیار باشد می

با توجه به آنچه بیان  به یک کد بدون پیشوند دست یافت.    آنهابدون تغییر طول  

های آن  کدطولشد برای مشخص کردن یک کد بدون پیشوند کافی است بردار  

 معلوم باشد. 

منبعی است که خروجی آن در هر لحظه مستقل از    7منبع بدون حافظه 

سمبلی    𝑛. بنابراین هر منبع بدون حافظه  تولید شودخروجی در لحظات دیگر  

𝑃های آن یعنی  بردار احتمال سمبلبا   = (𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛)  شود که  مشخص می

𝑝𝑖    احتمال تولید سمبل 𝑖بعد از قابلیت کدبرداری  ام در خروجی منبع است  .

دارند،  ها را لازم میکدطولیکتا و آنی بودن کد که برقراری نامساوی کرافت برای  

برایمهم کد  انتخاب  در  معیار  شده    ترین  داده  منبع  ,𝑝1)یک  𝑝2, … , 𝑝𝑛)  ،

∑ یعنی    کدطولمتوسط   𝑝𝑖 ∙ ℓ𝑖
𝑛
𝑖=1    است که متوسط تعداد بیت لازم برای ارسال

باید تا حد امکان کم باشد.    دهد ورا نشان می  های خروجی منبعیا ذخیره سمبل

شود که آنتروپی یک منبع اطلاعات که به صورت  در نظریه اطلاعات ثابت می

−∑ 𝑝𝑖 ∙ log 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1  است.    کدطولشود، یک کران پایین برای متوسط  تعریف می

و آنتروپی    کد طول« که به صورت اختلاف متوسط  8رو اغلب از »افزونگی از این

 شود، یعنی تعریف می

(2 ) ℛ(𝐿, 𝑃) ≜  ∑𝑝𝑖 ∙ ℓ𝑖 +∑𝑝𝑖 ∙ log 𝑝𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

, 

منبع  برای یک  کد  عملکرد یک  ارزیابی  می  برای  از  استفاده  استفاده  با  کنند. 

طور  بهتوان کد بدون پیشوند بهینه )با کمترین افزونگی یا  هافمن می  الگوریتم

( را برای یک منبع بدون حافظه با بردار احتمال  کد طولمتوسط  معادل کمترین  

  الگوریتم،   𝑃داده شده به دست آورد. به بیان دیگر، برای منبعی با بردار احتمال  

 بهینه سازی    مساله هافمن جواب

(3 ) 
𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛

𝐿=(ℓ1,ℓ2,…,ℓ𝑛)

ℓ𝑖∈ℕ

∑ 2−ℓ𝑖𝑛
𝑖=1 ≤1

ℛ(𝐿, 𝑃) 

  شود کهمی  نشان داده  شود.»کد هافمن« آن منبع نامیده می  کند کهرا پیدا می

صورت  ها بههای آن)منابعی که احتمال وقوع همه سمبل 9ادیک منابع دیبرای 

کد هافمن دقیقا مساوی  ( مقدار افزونگی  هستند  2د  منفی از عدو  صحیح    توانِ

هافمن صفر نیست ولی ثابت  افزونگی کد  ، ادیکصفر است. برای منابع غیر دی

است.  که  شود  می بیت  از یک  کمتر  توجه داشت که  حتما    افزونگی کد  باید 

از یک کتابهافمن کمترین مقدار افزونگی است که می با استفاده    10کد توان 

ولی    ( به آن دست یافت.ردنگامیبه یک دنباله بیت  را  ساده )که هر سمبل منبع  

 
5 Instantaneous code 
6 Prefix-free 
7 Memoryless 
8 Redundancy 
9 D-adic 
10 Codebook 
11 Arithmetic coding 

برا جای فقط  )به  شود  تعریفهای منبع  از سمبل  ایدنباله  ساساگر کدگذاری 

سمبل( بهیک  حسابی،  کدگذاری  از  استفاده  با  مثال  به  می،  11عنوان  توان 

های کمتر از افزونگی کدهافمن هم دست یافت و در حالت غایی )دنباله  افزونگی

کافی  هب  سمبلاندازه  از  صفر  طولانی  به  دلخواه  حد  تا  را  افزونگی  منبع(  های 

  شناخته  12قضیه اول شانون نزدیک کرد. در نظریه اطلاعات این مطلب با عنوان 

 [.4] شودمی

∑شود که برای هر کد هافمن تساوی کرافت، یعنی می  ثابت      2−ℓ𝑖𝑛
𝑖=1 = 1   ،

  در تساوی کرافت صدق کنند »کد  آنهاهای کدطول. به کدهایی که برقرار است

هافمن یک کد فشرده است. از طرف دیگر،    گویند. بنابراین هر کد« می13فشرده

ادیک است. پس به طور  هر کد فشرده در واقع کد هافمن برای یک منبع دی

تایی    𝑛تایی و مجموعه همه کدهای فشرده    𝑛هافمن    کلی مجموعه همه کدهای

عدد    یک تجزیه  با هم مساوی هستند. در ضمن هر کد فشرده متناظر است با

مسئله تجزیه عدد یک به  .  2ی صحیح منفی عدد  نهاا یک به صورت مجموع تو

عدد  نهااتو منفی  می  2ی  کسرهای  را  مساله  از  خاصی  حالت  عنوان  به  توان 

  ، 5]توان به  در نظر گرفت و بررسی نمود؛ به عنوان نمونه و سرنخ می  14مصری

و مراجع مرتبط به آن اشاره کرد. کدهای فشرده علاوه بر کدگذاری منبع،    [6

ها در ساختارهای درختی هم نقش مهمی دارند  در زمینه ذخیره و بازیابی داده

و    [7]اند )به عنوان نقطه شروع، به  و توسط محققان علوم کامپیوتر بررسی شده

نگاه کنید(. هر کد فشرده   آن  ،  15فشرده  متناظر یک درخت  تایی  𝑛ارجاعات 

فرزندی ندارد یا دقیقا دو فرزند  که هر گره آن یا هیچ  برگ    𝑛با  یعنی درختی  

متوسط زمان لازم برای جستجو در یک درخت فشرده  در این کاربرد    دارد، است.

باید تا حد امکان کم    کد طولمعادل متوسط   در کاربرد فشرده سازی است و 

 باشد. 

هافمن مطرح   چه در مورد انتخاب کد مناسب و بهینگی کد جا هرآنتا این

سمبل وقوع  احتمال  مقدار  که  است  حالتی  به  مربوط  دقیقا  شد  منبع  های 

ها به طور کامل معلوم  در شرایطی که بردار احتمال سمبلمشخص باشند. ولی 

نیست. به عنوان مثال حالتی را    هافمن امکان پذیر  نباشد، استفاده از الگوریتم

اطلاعات   منبع  یک  که  بگیرید  نظر  بازه  𝑛در  در  نامعلوم  سمبلی  زمانی  های 

کند و هدف  خروجی خود را بر اساس یکی از چند بردار احتمال معلوم تولید می

منبعی است. در چنین   برای چنین  پیشوند مناسب  بدون  کد  انتخاب یک  ما 

مانند معیارهایی  از  باید  افزونگی   »کمترین   شرایطی  مینیمکس   بیشینه  « 16یا 

افزونگی   [9،8] متوسط  »کمترین  الگوریتم  [11،10]«  17یا  که  کرد    استفاده 

نیست. یک راه حل این است که ابتدا همه بردار    استفادهقابل     هاآنهافمن برای  

بر اساس  𝑛های فشرده  کدطول با جستجو و  تایی ممکن تولید شوند و سپس 

. به این ترتیب مساله تولید  انتخاب شود  ها آنمعیار مورد نظر، کد مناسب از بین  

تایی حایز اهمیت است. به مثال ساده زیر توجه  𝑛های فشرده  کدطولهمه بردار  

 کنید.

سمبلی در اختیار داریم که برای   4فرض کنید یک منبع اطلاعات   :1مثال

 تولید هر سمبل خروجی ابتدا یکی از سه توزیع 

(4 ) 
𝑃1 = (0.301,0.275,0.259,0.165)
𝑃2 = (0.383,0.320,0.192,0.105)
𝑃3 = (0.473,0.261,0.142,0.124)

 

 های ها، با احتمالرا به عنوان بردار احتمال سمبل

(𝜋1, 𝜋2, 𝜋3) = سپس بر اساس توزیع    و   کندانتخاب می  (0.619,0.317,0.064)

12  Shannon 
13 Compact code 
14 Egyptian fractions 
15 Compact tree 
16  Minimax  
17 Minave   
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که    کند. با توجه به اینهای خروجی را تولید میی سمبلانتخاب شده، دنباله

بردار   دو  یعنی  4  کدطولفقط  شده(  )مرتب  𝐿1تایی  = 𝐿2و    (1,2,3,3) =

 وجود دارد، کد بهینه با معیار کمترین بیشینه افزونگی از رابطه  (2,2,2,2)

(5 ) 𝐿𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎𝑥 = 𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛
𝐿∈{𝐿1,𝐿2}

𝑚𝑎𝑥
𝑃∈{𝑃1,𝑃2,𝑃3}

ℛ(𝐿, 𝑃) 

 دهد که برای این مثال کد بهینه محاسبه نشان می؛ و آیدبه دست می

 𝐿𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎𝑥 = 𝐿1 = است. ولی با معیار کمترین میانگین افزونگی، که    (1,2,3,3)

 کد بهینه آن از  

(6 ) 𝐿𝑚𝑖𝑛𝑎𝑣𝑒 = 𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛
𝐿∈{𝐿1,𝐿2}

∑𝜋𝑖

3

𝑖=1

⋅ ℛ(𝐿, 𝑃𝑖) 

𝐿2آید، کد بهینه برابر با  به دست می = (2,2,2,2) 𝐿minave   شود.می =

دست آوردن کد بهینه با  این است که برای به  1نکته مهم در مورد مثال  

ساده    مثال معیار مینیمکس باید همه کدهای فشرده در اختیار باشند. در این  

.  ای نیستکار پیچیدهتایی    4کد فشرده    2ساختن  سمبل دارند    4که منابع فقط  

باید از یک روش    زیادهای منبع  ولی در شرایطی که تعداد سمبل باشد حتما 

برد.   بهره  تولید همه کدهای فشرده  برای  به مرور  کارا  پایان همین بخش  در 

 شده در این زمینه خواهیم پرداخت. کارهای انجام

امکان   این  بالا مطرح شد، فرض کنید  آنچه در  به  مثالی شبیه  وجود  در 

بازه در  که  باشد  فشردهداشته  کدهای  از  مختلف  زمانی  برای    های  متفاوتی 

این کدهای فشرده هم همراه با    های خروجی استفاده شود وکدگذاری سمبل

ها ذخیره یا ارسال شوند. در چنین شرایطی روش کارآیی برای  اطلاعات سمبل

در بخش سوم مقاله با  شود.  ها لازم میای از بیتنمایش کدهای فشرده با دنباله

  5روشی برای نمایش کدهای فشرده ارائه خواهد شد )مثال  2استفاده از قضیه 

 را ببینید(. 

  طول های آنی بودن کد و کوچک بودن مقدار متوسط  علاوه بر محدودیت

کد  کد انتخاب  برای  معیاری  هم  کدبرداری  تاخیر  میزان  کاربردها  برخی  در   ،

  کد طولاست. برای کدهای آنی، تاخیر کدبرداری یک سمبل خروجی منبع به  

آن   با  تاخیر کدبرداری سمبل  سمبلمتناظر  بنابراین متوسط  ها  وابسته است. 

با متوسط طول اگر  متناسب  ولی  است.  با سمبلکدطولکد  متناظر  های  های 

گستره    هاآنمنبع، تفاوت قابل توجهی با یکدیگر داشته باشند، تاخیر کدبرداری  

وسیعی خواهد داشت که ممکن است مطلوب نباشد. به طور مشخص در بدترین  

کوتاه طول  میکلمهترین  حالت  فشرده  کد  یک  مساوی  توا کد  طول    1ند  و 

مساوی  می  کدطولترین  بزرگ 𝑛تواند  − بردار    1 برای  )که    کدطولباشد 

(1,2,3,… , 𝑛 − 2, 𝑛 − 1, 𝑛 − های بزرگ اختلاف 𝑛و برای    [4]دهد(  رخ می  (1

است.    هاآن توجه  برخی    ویژهطور    بهقابل  کدهای  از  در  رایج  کاربردهای 

عنوان نمونه  سازی تصویر و ویدیو )بهپیشوند، مانند استانداردهای فشردهبدون

JPEG    وMP4از  باید  ای برخوردار است،  (، که سرعت کدبرداری از اهمیت ویژه

  بیت   16)مثلا  ی  مشخص  کد آنها از حدترین طولشود که بزرگکدهایی استفاده  

در  پایین نیاید و  هنگام کدبرداری ها پردازنده تا کارایی  باشد بیشتر ن ( JPEGدر 

  ی محدودیت  چنینهرچند  .  [12،13]  سرعت کدبرداری کاهش پیدا نکندنتیجه  

فشرده نرخ  کاهش  قیمت  دیگر  به  )یا  سازی  به  افزونگی(  عبارت  تمام  افزایش 

فرض کنید    اولویت بالایی دارد.در این کاربردها  شود ولی سرعت کدبرداری  می

𝜌  تر یا  کدها باید کوچکیعنی همه طول  ،کدها باشدگر کران بالای طولنشان

 به فرم  سازی مسئله بهینه(، 3جای )به باشند. در این صورت  𝜌مساوی  

(7 ) 
𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛

𝐿=(ℓ1,ℓ2,…,ℓ𝑛)

ℓ𝑖∈ℕ  ,   ℓ𝑖≤𝜌

∑ 2−ℓ𝑖𝑛
𝑖=1 =1

ℛ(𝐿, 𝑃) 

شان  یکدها که طولپیشوندی  بدون  هایکداز بین همه  بتوانیم  حل شود تا  باید  

. این مسئله  کنیمپیدا  را  کد با کمترین افزونگی    ،هستند  𝜌تر یا مساوی  کوچک

ارائه  با پیچیدگی خطی  آن  الگوریتم حل  مورد بررسی قرار گرفته و  [  14]  در  

احتمال سمبل  شده است. بردار  اگر  یا دقیقا معین  ولی  تغییر کند  با زمان  ها 

توان  نمی،  شده ذکر گردید(برای چند توزیع داده  1)مانند آنچه در مثال  نباشد  

طور مشخص برای انتخاب کد بهینه با معیار    استفاده نمود. به مذکور    ماز الگوریت

کدها  که شرایط روی طول  ایاست که ابتدا همه کدهای فشرده  لازممینیمکس،  

برآورده   با جستجو در  نکنند تولید شومیرا  کد  بهترین  ،  هابین آند و سپس 

محدودیت  یک  کدهای فشرده با    همه. به این ترتیب مساله تولید  گرددانتخاب  

 گیرد. ، مورد توجه قرار میهاکدروی طولخاص 

  در مراجع مورد بررسی قرار نگرفته است طور خاص  بهمسئله تا کنون  این  

و  قبل از مقاله حاضر راهی جز تولید همه کدهای فشرده )با استفاده از یکی از  

( و جداسازی آنها که محدودیت مورد نظر را ارضا  [19-15،  7]  ها مانندالگوریتم

برای حل این مسئله آن است    پیشنهادی ما  کار  راه.  کنند وجود نداشته است

کدها در نظر بگیریم  روی طول  𝜆، یک کران پایین مانند  𝜌جای کران بالای  که به

که در ادامه در قضیه  چنانو همه کدهای فشرده با این محدودیت را تولید کنیم.  

کد در کنار  طول  کوچکترینبر روی     𝜆خواهیم دید، اعمال شرط    3بخش    5

از اختلاف زیاد  کد را محدود کند و  مقدار بزرگترین طول  تواندتساوی کرافت می

 دارد که بیان می 5ها جلوگیری کند. قضیه کدطولبین 

(8 ) ∑2−ℓ𝑖

𝑛

𝑖=1

= 1

𝑚𝑖𝑛(ℓ1, … , ℓ𝑛) ≥ 𝜆

} ⇒ 𝑚𝑎𝑥(ℓ1, … , ℓ𝑛)≤ 𝑛 − 2𝜆 + 𝜆, 

همه   اگر  بزرگکدطولیعنی  مساوی  ها  یا  ایجاب  𝜆 تر  کرافت  تساوی  باشند 

𝑛تر یا مساوی  ها کوچککدطولکند که همه  می − 2𝜆 + 𝜆    باشند. بدین ترتیب

)و در نتیجه اختلاف تاخیر کدبرداری    کد طولترین  ترین و کوچکاختلاف بزرگ

𝑛تواند  می  (هاآن − 2𝜆    باشد که با افزایش𝜆    برای  حتی𝑛  تواند  میهای بزرگ هم

 شود.محدود 

𝜆انتخاب شود زیرا از    ⌊log 𝑛⌋تر از  نباید بزرگ  𝜆البته مقدار   > log 𝑛    نتیجه

𝑛شود  می < 2𝜆    و𝑛 − 2−𝜆 + 𝜆 < 𝜆  ای وجود  و طبق رابطه بالا هیچ کد فشرده

باشد. در نتیجه    𝜆تر یا مساوی  کدهایش بزرگنخواهد داشت که طول همه کلمه

𝜆حتما باید   ≤ ⌊log 𝑛⌋ .در حالت خاص اگر  برقرار باشد𝜆 = ⌊log 𝑛⌋   باشد تنها

فشرده   کد  دارد  𝑛یک  توزیع    تایی وجود  این کد، کد هافمن  تایی هم    𝑛که 

دارای   و  ⌈log 𝑛⌉2احتمال است  − 𝑛  به طول  کلمه 2𝑛و    ⌊log 𝑛⌋کد  − 2⌈log 𝑛⌉ 

ترین  . در این حالت، اختلاف طول طولانی[10]است    ⌈log 𝑛⌉کد به طول  کلمه

 رسد. کد به حداقل ممکن میکلمهترین و کوتاه

ای مورد مطالعه  تایی به طور گسترده  𝑛مسئله تولید همه کدهای فشرده  

خواهیم    ها آن  مرور  به  مختصر  طور  به   بخش   نی هم  ادامهقرار گرفته است که در  

تایی    𝑛پرداخت. ولی در این مقاله هدف ما تولید دسته خاصی از کدهای فشرده  

ها به  باشد و تا کنون در پژوهش  𝜆کدهایشان حداقل  است که طول همه کلمه

اشاره بدیهی  ای آن  از  نشده است.  آن است که  این مسئله  برای  راه حل  ترین 

تایی استفاده کنیم و هر    𝑛های موجود برای تولید همه کدهای فشرده الگوریتم

  ای که شرط مورد نظر را ارضا نکرد کنار بگذاریم. ولی با توجه به این کد فشرده

کند )به  به صورت نمایی رشد می  𝑛تایی با افزایش    𝑛که تعداد کدهای فشرده  

0.254فرم تقریبی   × 1.794𝑛  [17]  کارآیی این روش برای مقادیر بزرگ ،)𝑛  

بسیار پایین خواهد بود. برای حل مسئله مورد بحث، در این مقاله با الهام گرفتن  

در   شده  مطرح  مفاهیم  برخی  )  الگوریتمی  ، [18]از  تولید  صورت  برای  به 

تر یا  کدهایشان بزرگطولتایی که همه    𝑛( همه کدهای فشرده  غیرتکراری

 . باشد ارائه خواهیم نمود 𝜆مساوی  

که قبلا هم اشاره شد هر کد فشرده متناظر یک درخت فشرده و یک    چنان

های   است و اینها همه توصیف  2ی منفی عدد  هانا صورت از تجزیه عدد یک به تو
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های قبلی  مختلف از یک چیز هستند. بنابراین آنچه در ادامه در مورد پژوهش

ها  لهای از مقاها باشد. دستهتواند مربوط به هر یک از توصیفشود میمطرح می

اند. به عنوان چند  تایی  متمرکز بوده 𝑛بر مسئله شمارش تعداد کدهای فشرده  

به ] نمونه می نویسندگان روابطی    [24-20][ اشاره کرد. در  26-20،  17توان 

،  17]اند در حالی که  بازگشتی برای شمارش تعداد کدهای فشرده ارائه نموده

بزرگ    𝑛تعداد کدهای فشرده را در حالت مجانبی، یعنی هنگامی که    [26،  25

هایی برای  [ روش19-15،  7ها مانند ]دیگری از مقاله  اند. دستهشود، تقریب زده

با   فشرده  همه کدهای  داده  𝑛تولید  پیشنهاد  مقالهمشخص  این  تفاوت  ها  اند. 

روش در  نمونه،  عمدتا  عنوان  به  است.  فشرده  کدهای  توصیف  و  نمایش  های 

از بردارهای    [18،16]اند، اما  کد را تولید کردهمستقیما بردارهای طول  [19،15]

های  از دنباله تعداد گره [17]اند و در چندگانگی برای نمایش کد استفاده کرده

رغم تفاوت در روش نمایش کدهای  هر سطح درخت استفاده شده است. علی

هدفی یکسان، یعنی تولید همه کدهای فشرده    هاآن  ها، همهفشرده در این مقاله

اند. همان طور که قبلا اشاره شد هدف  کد معین، را دنبال کردهبا تعداد کلمه

کدهایشان  تایی است که طول  𝑛نهایی ما در این مقاله تولید همه کدهای فشرده  

   .باشد 𝜆حداقل  

در بخش دوم مقاله پس از معرفی چند نماد و تعریف )به طور خاص بردار  

( و اثبات چند لم و قضیه، به  𝜓و   𝜙چندگانگی متناظر یک کد فشرده و توابع  

𝑛یی و مجموعه کدهای فشرده  تا𝑛ارتباط بین مجموعه کدهای فشرده   + یی  تا1

و بردارهای   𝜓و  𝜙  های توابعرابطه بین دنباله خواهیم پرداخت. در بخش سوم

ردار چندگانگی از اعمال  ب بینیم که چطور هر  کنیم و میچندگانگی را پیدا می

آید. در  دست میبر یک بردار چندگانگی خاص به  𝜓و  𝜙ای از چند تابع  دنباله

تولید  دستاورد ا بخش چهارم،   الگوریتم  کدهای  همه  صلی این پژوهش، یعنی 

. بخش  شودارائه می  کدطولترین  کوچکروی    𝜆کران پایین    فشرده با محدودیت 

 بندی مطالب اختصاص دارد. پنجم به جمع

  

𝒏ارتباط بین مجموعه کدهای فشرده  -2 +  یی تا𝒏  و ییتا 𝟏

بین مجموعه کدهای فشرده   ارتباط  به  بخش  این  و مجموعه  تا  𝑛در  یی 

𝑛کدهای فشرده   + یی خواهیم پرداخت. برای این کار لازم است ابتدا چند  تا 1

[ هم استفاده  18از این مفاهیم و نمادها در ]ی  شبخمفهوم و نماد را تعریف کنیم.  

 . اندشده

,ℓ1)یی  تا𝑛  کدطولبرای هر بردار    :1تعریف ℓ1, … , ℓ𝑛)  ،بردار  های  مولفه

,𝑚1,𝑚2) 18چندگانگی  … ,𝑚𝑛) د نشوبه صورت زیر تعریف می 

(9 ) 𝑚𝑖 ≜ |{ℓ𝑗|ℓ𝑗 = 𝑖}|        for        1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

مقدار   واقع  تعداد    𝑚𝑖در  که چه  است  آن  بردار    𝑖مساوی    کدطولنشانگر  در 

داریم  کدطول نتیجه  در  و  دارد  ∑  وجود  𝑚𝑖
𝑛
𝑖=1 = 𝑛   بردار مثال  عنوان  به   .

بردار   با  متناظر  مساوی    (3,3,3,3,3,3,3,5,5,6,6,6,6)  کد طولچندگانگی 

(0, 0, 7, 0, 2,  است.   (4,0,0,0,0,0,0,0

ها، بدون از دست دادن کلیت  و اثبات هانادر این مقاله برای سادگی در بی

شده  های منبع به صورت نزولی مرتبکنیم بردار احتمال سمبلفرض می  ،مسئله

𝑝1هستند یعنی   ≥ 𝑝2 ≥ ⋯ ≥ 𝑝𝑛  بدیهی است که در چنین حالتی از منظر .

بردار  کدطولمتوسط   که  است  این  بر  ترجیح  صورت صعودی  کدطول،  به  ها 

یعنی  مرتب باشند،  ℓ1شده  ≤ ℓ2 ≤ ⋯ ≤ ℓ𝑛    چنین حتما  هم  هافمن  کد  و 

ها این است که  را دارد. فایده فرض مرتب بودن بردار احتمال سمبل  خاصیتی

,ℓ1)شده  مرتب  کدطولهر بردار   ℓ1, … , ℓ𝑛)  به صورت  توان بدون ابهام و را می  

,𝑚1,𝑚2)یکتا، با بردار چندگانگی متناظر آن   … ,𝑚𝑛)    نمایش داد. به بیان دیگر

مرتب شده و بردارهای چندگانگی    کدطولیک تناظر یک به یک بین بردارهای  

 
18 Multiplicity vector 

فرمول دارد.  مسوجود  برخی  سادهلهئبندی  چندگانگی  بردارهای  با  از  ها  تر 

به میان    کدطولاست. در ادامه مقاله هر جا سخن از بردار    کد طولبردارهای  

 »مرتب شده« است.  کدطولآید منظور بردار می

است،    𝑛تایی کمتر از    𝑛کدهای یک کد فشرده  کلمهاز آنجا که طول همه  

برای سادگی    ،آخرین عضو بردار چندگانگی همواره برابر با صفر است. با این وجود

و بردار چندگانگی متناظر    کدطولهای بردار  نمادها و روابط و این که تعداد مولفه

 کنیم.آن مساوی باشند، این صفر آخر را از بردار چندگانگی حذف نمی

𝑋برای هر بردار دلخواه   :2تعریف = (𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛)    که همه مولفه های(

 کنیم:آن مساوی صفر نباشند( توابع زیر را تعریف می

(10 ) 𝛼(𝑋) ≜ 𝑛, 

(11 ) 𝜈(𝑋) ≜∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

, 

(12 ) 𝜎(𝑋) ≜∑𝑥𝑖 ⋅ 2
−𝑖 ,

𝑛

𝑖=1

 

(13 ) 𝜇(𝑋) ≜ 𝑚𝑎𝑥
 
{𝑗|𝑥𝑗 ≠ 0}, 

(14 ) 𝜌(𝑋) ≜ 𝑥𝜇(𝑋). 

𝛼(𝑀)باشد آنگاه    𝑀متناظر با بردار چندگانگی    کدطولبردار    𝐿اگر   = ν(𝑀) 

نشان دهنده    σ(𝑀)  ،هستند  𝐿  ی هاتعداد مولفه  و  کدها طول  تعداد  دهندهنشان

است    𝐿 کدطولنشان دهنده آخرین )بزرگترین(   𝜇(𝑀)است،    𝐿مجموع کرافت 

باشد. به عنوان  می  𝐿در    𝜇(𝑀)های مساوی   کدطولنشان دهنده تعداد    𝜌(𝑀)و  

𝑀مثال، برای بردار چندگانگی  =  کد طولکه متناظر بردار  (0,3,1,2,0,0)

 𝐿 = 𝛼(𝑀)است داریم   (2,2,2,3,4,4) = ν(𝑀) = 6،  σ(𝑀) = 1 ،𝜇(𝑀) = 4  

𝜌(𝑀)و  = 2 .  

 توان تعریف زیر را انجام داد.می توجه به آن چه گفته شد با 

فشرده    :3تعریف کدهای  همه  که 𝑛مجموعه  شده  مرتب    همه   تایی 

 دهیم نمایش می ℳ𝑛(𝜆)د را با  نباش 𝜆  بزرگتر یا مساوی هایشان کدطول

(15 ) ℳ𝑛(𝜆) ≜ {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)|𝑥𝑖 = 0 𝑓𝑜𝑟  1 ≤ 𝑖 < 𝜆,                            

                     𝑥𝑛 = 0 , 𝑥𝑖 ∈ ℤ
+  𝑓𝑜𝑟  𝑖 ≥ 𝜆  , 𝜈(𝑋) = 𝑛  , 𝜎(𝑋) = 1}.

 

است اگر و تنها اگر هر چهار ویژگی    ℳ𝑛(𝜆)یعنی یک بردار چندگانگی، عضو  

 زیر را داشته باشد: 

 باشد،   ییتا𝑛بردار    کی (1

2) 𝜆 − ها  مولفه  ه یو بق  باشندآن صفر  ام(    𝑛و مولفه آخر ) مولفه اول    1

 باشند،  ینامنف ح یاعداد صح

 باشد،  𝑛  یمساو آنهای مولفهمجموع  (3

  .باشد  کی  یمساو  آن  متناظر کدطول بردار کرافت  مجموع  (4

تاک  به  که    دیلازم  بردارها  ℳ𝑛(1)است  همه  مجموعه    یچندگانگ  ینشانگر 

کدها همه  با  ه  ییتا𝑛فشرده    یمتناظر  که    ی رو  یخاص  تیمحدود  چی است 

 آن وجود ندارد.   یهاکدطول

 با یک   تر بودن مطالب، در ادامه این مقاله هر جابرای واضح  قرارداد:

𝑛 = 𝛼(𝑋)     مشخص از بردار𝑋  منظور یک بردار    شودنام برده می𝑛   یی  تا

 های دلخواه به فرم با مولفه

(16 ) 
𝑋 = (𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝜇(𝑋)−1, 𝑥𝜇(𝑋), 0,0, . . ,0⏞    

𝑛−𝜇(𝑋)

) 

𝑛است و هر جا با یک   = 𝛼(𝑀)   مشخص از بردار𝑀  شود منظور یک  نام برده می

 یی به فرم  تا  𝑛 بردار چندگانگی 
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(17 ) 
𝑀 = (𝑚1,𝑚2, … ,𝑚𝜇(𝑀)−1, 𝑚𝜇(𝑀), 0,0, . . ,0⏞    

𝑛−𝜇(𝑀)

) 

  معلوم است. 𝜆با   ℳ𝑛(𝜆)است که عضو مجموعه  

𝑛برای  :2مثال = 𝜆و   6 =  های  کدطولکد فشرده با بردار  5، 1
(1,2,3,4,5,5), (1,2,4,4,4,4), (1,3,3,3,4,4), (2,2,2,3,4,4), (2,2,3,3,3,3) 

 وجود دارد که متناظر بردارهای چندگانگی در   
ℳ6(1)
= {(1,1,1,1,2,0), (1,1,0,4,0,0), (1,0,3,2,0,0), (0,3,1,2,0,0), (0,2,4,0,0,0)} 

برای   𝜆هستند. واضح است که  = بردار    2، فقط  2 با  فشرده  های  کدطولکد 

(2,2,2,3,4,4),                                                                              وجود دارد و درنتیجه  (2,2,4,4,4,4)

ℳ6(2) = {(0,3,1,2,0,0), (0,2,4,0,0,0)}  . 

𝑀: اگر 1لم  ∈ℳ𝑛(1)   باشد آنگاه𝜌(𝑀) است.   یک عدد زوج مثبت 

σ(𝑀)قرار دارد بنابراین    ℳ𝑛(1)در  𝑀از آنجا که بردار  برهان:  =  و 1

 𝜌(𝑀) >  توان نوشتمی 𝜇(𝑀)است و با توجه به تعریف   0

(18 ) 𝜌(𝑀) ⋅ 2−𝜇(𝑀) + ∑ 𝑚𝑖 ⋅ 2
−𝑖

𝜇(𝑀)−1

𝑖=1

= 1 

 و در نتیجه 

(19 ) 𝜌(𝑀) + ∑ 𝑚𝑖 ⋅ 2
𝜇(𝑀)−𝑖

𝜇(𝑀)−1

𝑖=1

= 2𝜇(𝑀). 

𝑖از آنجا که برای   < 𝜇(𝑀)  2 مقدار𝜇(𝑀)−𝑖    و در نتیجه𝑚𝑖 ⋅ 2
𝜇(𝑀)−𝑖    عددی زوج

 الزاما باید زوج باشد و  𝜌(𝑀)هم زوج است، پس مقدار   2𝜇(𝑀)است و  

 𝑚𝜇(𝑀) ≥  برقرار است.   2

را به صورت زیر تعریف   𝛪و   𝜓و  𝜙سه تابع   𝑋برای هر بردار دلخواه   :4تعریف 

 کنیم می

(20 ) 
𝜙(𝑋) ≜ (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝜇(𝑋)−1, 𝑥𝜇(𝑋) − 1,2, 0,0, . . ,0⏞    

𝛼(𝑋)−𝜇(𝑋)

) 

(21 ) 
𝜓(𝑋) ≜ (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝜇(𝑋)−1 − 1, 𝑥𝜇(𝑋) + 2,0, 0,0, . . ,0⏞    

𝛼(𝑋)−𝜇(𝑋)

) 

(22 ) 
𝛪(𝑋) ≜ (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝜇(𝑋)−1 + 1, 𝑥𝜇(𝑋) − 2, 0,0, . . ,0⏞    

𝛼(𝑋)−1−𝜇(𝑋)

).    

 به عنوان نمونه داریم  :3مثال
𝜑((1,0,3,2,0,0)) = (1,0,3,1,2,0,0)

𝜑((1,1,1,1,2,0)) = (1,1,1,1,1,2,0)

𝜓((1,0,3,2,0,0)) = (1,0,2,4,0,0,0)

𝜓((1,1,1,1,2,0)) = (1,1,1,0,4,0,0)

 𝛪((1,0,2,4,0,0,0)) = (1,0,3,2,0,0)

𝛪((1,0,3,1,2,0,0)) = (1,0,3,2,0,0).   

 

موارد مندرج در  توان  می  یبه راحت  νو  𝜎 و  𝛼 و  𝜓و    𝜙توابع    فی با توجه به تعر

 لم زیر را تصدیق نمود. 

 داریم  𝑋و هر بردار دلخواه    𝛪و   𝜓و  𝜙برای سه تابع  :2لم

𝜎(𝑋) الف( اگر   = 𝜎(𝜓(𝑋))  باشد آنگاه  1 = 𝜎(𝜙(𝑋)) = 𝜎(𝛪(𝑋)) = 1   

𝜈(𝜓(𝑋)) ب(  = 𝜈(𝜙(𝑋)) = 𝜈(𝑋) + 𝜈(𝛪(𝑋))و 1 = 𝜈(𝑋) − 1 

𝛼(𝜓(𝑋)) ج(  = 𝛼(𝜙(𝑋)) = 𝛼(𝑋) + 𝛼(𝛪(𝑋))و 1 = 𝛼(𝑋) − 1 . 

𝑀 اگر :3لم ∈ℳ𝑛(𝜆)   باشد آنگاه 

𝜙(𝑀) ( الف  ∈ ℳ𝑛+1(𝜆)   

𝜓(𝑀)  (ب ∈ ℳ𝑛+1(𝜆) تنها اگر اگر و 𝑚𝜇(𝑀)−1 >  . باشد 0

𝑀، بردار  3طبق تعریف  :برهان = (𝑚1,… ,𝑚𝑛)    عضوℳ𝑛(𝜆)    است اگر و تنها

𝜎(𝑀)اگر هر چهار شرط   = 1 ،𝜈(𝑀) = 𝑛 ،𝛼(𝑀) = 𝑛  و   

(23 ) {
𝑚𝑖 = 0 𝑖 < 𝜆    or    𝑖 = 𝑛
𝑚𝑖 ≥ 0              𝜆 ≤ 𝑖 < 𝑛

 

𝑀خواهیم نشان دهیم که برای هر  حال می. برقرار باشند ∈ℳ𝑛(𝜆)  بردارهای ،

𝜙(𝑀)    و𝜓(𝑀)    در عضویت  برای  را  شرط  چهار  این  خواهند    ℳ𝑛+1(𝜆)نیز 

تابع    فی با توجه به تعرمی دانیم که سه شرط اول برقرار است.    2م  داشت. از ل

𝜙 دارد  می انیب   که 1م و ل𝑚𝜇(𝑀) ≥ شرط چهارم  که  دی توان دمی یراحت  به ،2

، شرط چهارم  𝜓تابع    فی با توجه به تعر  در پایان،برقرار است.    𝜙(𝑀)نیز برای  

𝑚𝜇(𝑀)−1  اگر و تنها اگر   استبرقرار    𝜓(𝑀)  ی برا − 1 ≥ ؛ و اثبات  درست باشد  0

   .کامل است

 دارای خواص زیر است:  (∙)𝛪تابع  :4لم

𝜌(𝑋)اگر   الف( = 𝑋باشد آنگاه   2 = 𝜙(𝛪(𝑋))   و اگر𝜌(𝑋) ≠  باشد آنگاه  2

 𝑋 = 𝜓(𝛪(𝑋)) توان گفت  . در واقع می 

(24 ) 𝛪(𝑋) = {
𝜙−1(𝑋) 𝑖𝑓 𝜌(𝑋) = 2

𝜓−1(𝑋) 𝑖𝑓  𝜌(𝑋) ≠ 2
 

𝑀ب(  اگر  ∈ℳ𝑛(1)   آنگاه  باشد𝛪(𝑀) ∈ ℳ𝑛−1(1) . 

𝑀ج( هر بردار چندگانگی   ∈ℳ𝑛(1)    از اعمال یکی از دو تابع𝜙    یا𝜓    بر یکی

 شود. ساخته می ℳ𝑛−1(1)از اعضای  

 برهان:

𝜌(𝑋)الف( اگر   =  باشد آنگاه   2

(25 ) 
𝛪(𝑋) = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝜇(𝑋)−1 + 1,0, 0,0, . . ,0⏞    

𝛼(𝑋)−1−𝜇(𝑋)

) 

𝜇(𝛪(𝑋))و  = 𝜇(𝑋) −  خواهیم داشت  (∙)𝜙. بنابراین طبق تعریف تابع  1

(26 ) 
𝜙(𝛪(𝑋)) = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝜇(𝑋)−1 + 1 − 1,2,0, 0,0, … ,0⏞    

𝛼(𝑋)−1−𝜇(𝑋)

) 

𝜌(𝑋) و برهان برای این حالت کامل است. اگر  >  باشد آنگاه  2

(27 ) 
𝛪(𝑋) = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝜇(𝑋)−1 + 1, 𝑥𝜇(𝑋) − 2, 0,0,… ,0⏞    

𝛼(𝑋)−1−𝜇(𝑋)

) 

𝜇(𝛪(𝑋))و  = 𝜇(𝑋).   بنابراین طبق تعریف تابع𝜓(∙)  خواهیم داشت 

(28 ) 
𝜓(𝛪(𝑋)) = (𝑥1, 𝑥2, … , (𝑥𝜇(𝑋)−1 + 1) − 1, (𝑥𝜇(𝑋) − 2) + 2,0        

                                                                                             , 0,0,… ,0⏞    
𝛼(𝑋)−1−𝜇(𝑋)

)

 

 و برهان برای این حالت هم کامل است. 

، تنها دو خاصیت باید بررسی شوند. خاصیت اول آن که باید  2ب( با توجه به لم

بردار  مولفهتمامی تابع    𝛪(𝑀)های  تعریف  به  توجه  با  باشند؛  فقط    (∙)𝛪نامنفی 

𝑚𝜇(𝑀)مولفه   − ل  2 نامنفی    1م  جای سئوال دارد که آن هم با توجه به  قطعا 

از   درایه  آخرین  است که  آن  باشد؛ طبق    𝛪(𝑀)است. خاصیت دوم  باید صفر 

انتهای  (∙)𝛪تعریف   در   ،𝛪(𝑀)    تعداد 𝑛به  − 1 − 𝜇(𝑀)    و دارد  وجود  صفر 

𝜇(𝑀)دانیم  می ≤ 𝑛 − اگر  است  1 𝜇(𝑀)؛  < 𝑛 − آنگاه خاصیت دوم    1 باشد 

برای حالت   اما  برقرار است؛  𝜇(𝑀)نیز  = 𝑛 − با این  1 تنها بردار چندگانگی   ،

𝑀خاصیت،   = (1,1,1,… ,1⏞      
𝑛−2

,  است که برای آن نیز داریم  (2,0

 𝛪(𝑀) = (1,1,1,… ,1⏞      
𝑛−3

, 1 + 1,2 − . یعنی آخرین درایه صفر است  و باز هم (2

  .شودبه این ترتیب اثبات قسمت ب کامل میخاصیت دوم برقرار است. 

 ج( با توجه به قسمت الف و ب همین لم برهان کامل است.  

𝑀  اگرداد:    میصورت تعم  نیبه ا   توانیرا مب  -4لم  :  نکته ∈ℳ𝑛(𝜆)  آنگاه   باشد  

𝜇(𝑀)اگر   > 𝜆   م یدار   باشد  𝛪(𝑀) ∈ ℳ𝑛−1(𝜆)،    اگر و  𝜇(𝑀) = 𝜆   میدار  باشد  

𝛪(𝑀) ∈ ℳ𝑛−1(𝜆 − 1). 

 توان در قضیه زیر خلاصه کرد.این بخش را می  نتیجه

، و اعمال تابع  ℳ𝑛(1)تک اعضای مجموعه بر تک  𝜙با اعمال تابع   :1ه  قضی

𝜓    در  آنهابر که  𝑚𝜇(𝑀)−1 یی  > می  0 مجموعه  صدق  اعضای  همه  کنند، 

ℳ𝑛+1(1) شوندیم د یتول «یتکرار ر یغ صورت »به . 



 110شماره پیاپی                                                                                         1403پاییز ، 4، شماره 54مجله مهندسی برق دانشگاه تبریز، جلد  / 471

 

توان نتیجه گرفت که با روش گفته شده در صورت  ج می-4و لم 3از لم برهان:

نشان  تولید می  ℳ𝑛+1(1)قضیه همه اعضای مجموعه   برای این که  اما  شوند. 

شوند کافی است  « تولید میغیرتکراریدهیم اعضای این مجموعه به صورت »

𝜙(𝑋1)همواره داریم    𝑋2و    𝑋1برای هر دو بردار دلخواه    کنیم کهثابت   ≠ 𝜓(𝑋2) .

که کرد  توجه  باید  کار  این  𝜌(𝜙(𝑋1)) برای  = تعریف     2 طبق  چون  ولی 

𝜌(𝑋2) ≠ پس    0 𝜌(𝜓(𝑋2)) است  = 𝜌(𝑋2) + 2 ≠ همواره    2 نتیجه  در  و 

𝜙(𝑋1) ≠ 𝜓(𝑋2).  

مجموعه   اگر  قضیه  این  اساس  می  ℳ𝑛(1)بر  باشد  اختیار  اعضای  در  توان 

ℳ𝑛+1(1) .را از روی آن ساخت. به مثال زیر توجه کنید 

 ، یعنی  ℳ6(1)با در اختیار داشتن همه اعضای   :4مثال
{(1,1,1,1,2,0), (1,1,0,4,0,0), (1,0,3,2,0,0), (0,3,1,2,0,0), (0,2,4,0,0,0)}, 

 را بدون تکرار به دست آورد:   ℳ7(1)توان همه اعضای  می
𝜙((1,1,1,1,2,0)) = (1,1,1,1,1,2,0), 

𝜙((1,1,0,4,0,0)) = (1,1,0,3,2,0,0), 

𝜙((1,0,3,2,0,0)) = (1,0,3,1,2,0,0), 

𝜙((0,3,1,2,0,0)) = (0,3,1,1,2,0,0), 

𝜙((0,2,4,0,0,0)) = (0,2,3,2,0,0,0), 

𝜓(1,1,1,1,2,0) = (1,1,1,0,4,0,0), 
𝜓(1,0,3,2,0,0) = (1,0,2,4,0,0,0), 
 𝜓(0,3,1,2,0,0) = (0,3,0,4,0,0,0), 
𝜓(0,2,4,0,0,0) = (0,1,6,0,0,0,0).    

  

 ی چندگانگ یبردارها و توابع یهادنباله رابطه -3

در بخش قبل دیدیم که چگونه با در اختیار داشتن همه اعضای مجموعه  

ℳ𝑛−1(1)    می توان همه اعضایℳ𝑛(1)    را ساخت. با این روش  اگر مجموعه

ℳ𝑛−1(1)    در اختیار نباشد باید ابتدا اعضای آن را بسازیم و برای این کار نیاز

ساخته شده باشد. به    ℳ𝑛−3(1)داریم و قبل از آن باید    ℳ𝑛−2(1)به مجموعه  

 فقط شامل یک بردار چندگانگی  ℳ3(1)راحتی می توان دید که مجموعه  

 S = یک    (1,2,0) برای  بنابراین  میداده  𝑛است.  ترتیب  شده،  به  توان 

را از روی قبلی ساخت.    ℳ𝑛(1)تا    ℳ6(1)و    ℳ5(1)و    ℳ4(1)های  مجموعه

S  تایی بردار چندگانگی سه بدین ترتیب نقش کلیدی  = در تولید همه   (1,2,0)

می فشرده مشخص  اعمال  کدهای  با  بردارهای چندگانگی  همه  واقع  در  شود. 

شوند. با توجه به این که هدف  بر همین بردار ساخته می  𝜓و    𝜙ای از توابع  دنباله

نباشد،    𝜆شان کمتر از  یهاکدطولای است که  اصلی مقاله تولید کدهای فشرده

و بردارهای چندگانگی مورد    𝜓و    𝜙های توابع  در این بخش رابطه دقیق دنباله

𝑛کنیم. در ادامه فرض می کنیم نظر را مشخص می >  است.  3

𝑀هر بردار چندگانگی    :2قضیه ∈ℳ𝑛(1)     از اعمال یک و فقط یک دنباله

𝑛 − Sبر   𝜓و  𝜙تایی از توابع   3 =  شود.  ساخته می (1,2,0)

از اعمال یکی از دو    ℳ𝑛(1)دانیم که هر بردار چندگانگی در  می  4از لم    برهان:

در    𝛪(𝑀)بردار چندگانگی    بر  𝜓یا    𝜙تابع   به دست    ℳ𝑛−1(1)که  دارد  قرار 

توان نشان داد که با  آید. بر این اساس و با استفاده از استقرا به راحتی میمی

𝑛اعمال   − 𝑀بر هر بردار چندگانگی    (∙)𝛪بار متوالی تابع    3 ∈ℳ𝑛(1)    عضوی

فقط یک عضو دارد که آن هم    ℳ3(1)آید. از طرفی  به دست می  ℳ3(1)از  

S =  است.   (1,2,0)

و    1را فقط با یک بیت    𝜓و    𝜙توان دو تابع  با توجه به این که می  نتیجه:

بردار چندگانگی    0 بر اساس قضیه قبلی هر  𝑀نمایش داد،  ∈ℳ𝑛(1)    را هم

𝑛توان با یک دنباله  می −  بیتی نمایش داد.   3

(0,2,4,0,0,0)دنباله    :5مثال ∈ ℳ6(1)  4م  را در نظر بگیرید. بر اساس ل  ،

اعمال  می از  دنباله  این  دید  (0,3,2,0,0)بر    𝜓توان  ∈ ℳ5(1)    آمده به دست 

(0,4,0,0)بر    𝜙از اعمال    (0,3,2,0,0)است. به همین ترتیب،   ∈ ℳ4(1)    به دست

(1,2,0)بر  𝜓آمده است که آن هم از اعمال   ∈ ℳ3(1) شود. پس به  ساخته می

(0,2,4,0,0,0)طور خلاصه،   = 𝜓 (𝜙(𝜓(1,2,0)))  .توان دنباله  به این ترتیب می

  (0,2,4,0,0)  بردار  را برای نمایش   010به طور معادل دنباله باینری    یا  𝜓𝜙𝜓تابع  

 به کار برد. 

𝑛جاست که از اعمال هر دنباله  نکته مهم این −   𝜙دلخواه از توابع  تایی    3

Sبر    𝜓و   = شود. به عنوان مثال  ساخته نمی  ℳ𝑛(1)لزوما یک عضو    (1,2,0)

دنباله   𝑆بر    𝜙𝜓𝜓اگر  = بردار    (1,2,0) به دست    (1,5,2,0,0,0−)اعمال شود 

 های نیست. در ادامه خواهیم دید که چه دنباله ℳ6(1)آید که عضو  می

 𝑛 − S باید بر  𝜓و    𝜙تایی از توابع  3 =   ℳ𝑛(1)اعمال شوند تا فقط اعضا  (1,2,0)

 ساخته شوند و هیچ دنباله دیگری ساخته نشود.  

توابع    قرارداد: از  دنباله  هر  برای سادگی  پس  این  فرم  𝜓و    𝜙از  به   را 

𝜓𝑧𝑘𝜙𝜓𝑧𝑘−1𝜙…𝜙𝜓𝑧2𝜙𝜓𝑧1  می آن  نمایش  در  که  صحیح    𝑘دهیم  عدد  یک 

مقادیر   و  1برای    𝑧𝑖مثبت  ≤ 𝑖 ≤ 𝑘  و    اعداد نامنفی هستند  نشان    𝜓𝑧صحیح 

𝜓𝑧است یعنی    𝜓تایی از تابع 𝑧دهنده یک توالی   = 𝜓 ∘ 𝜓 ∘ ⋯ ∘ 𝜓⏞        
𝑧

 . 

,1) بردار چندگانگی    :6مثال 1, 0, 1, 5, 1, 0, اعمال دنباله تابع    از(4,0,0,0,0

𝜓𝜙𝜙𝜙𝜓𝜓𝜙𝜓𝜙𝜙    برS شود یعنی ساخته می 

(1, 1, 0, 1, 5, 1, 0, 4) = 𝜓𝜙𝜙𝜙𝜓𝜓𝜙𝜓𝜙𝜙(𝑆)را می تابع  دنباله  این  به  .  توان 

،  گرید   یعنوان مثال  بهنوشت.    𝜓1𝜙𝜓0𝜙𝜓0𝜙𝜓2𝜙𝜓1𝜙𝜓0𝜙𝜓0فرم قراردادی   

(0,0,3,10,0,0,0,0,0,0,0,0,0)   داریم = 𝜓𝜓𝜓𝜓𝜙𝜓𝜓𝜓𝜙𝜓(𝑆)    دنباله این  و  

 دهیم. نمایش می 𝜓4𝜙𝜓3𝜙𝜓1  یقراردادفرم  به   را  تابع

𝑧0کنیم برای سادگی در روابط بعدی، تعریف می ≜ 0 . 

,𝑧1اگر    :5لم 𝑧2, … , 𝑧𝑘  آندنباله باشند  نامنفی  صحیح  اعداد  از  با  ای  گاه 

𝑆به   𝜓𝑧𝑘𝜙𝜓𝑧𝑘−1𝜙…𝜙𝜓𝑧2𝜙𝜓𝑧1 اعمال دنباله توابع  =  ، بردار (1,2,0)

 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝛼(𝑋)) آید که برای آن داریم به دست می 𝜎(𝑋) =  و  1

(29 ) 𝛼(𝑋) = 𝜈(𝑋) = 𝑘 + 2 +∑ 𝑧𝑖

𝑘

𝑖=1

, 

(30 ) 𝜇(𝑋) = 𝑘 + 1, 

(31 ) {

 𝑥𝑖 = 1 + 2𝑧𝑖−1 − 𝑧𝑖          for   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘              
𝑥𝑘+1 = 2+ 2𝑧𝑘                                                         

𝑥𝑖 = 0                               for    𝑘 + 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝛼(𝑋).
 

توان دریافت که با  می  2م  و ل  𝜓و    𝜙و توابع    𝜓𝑧با توجه به و تعریف    برهان:

 بر بردار   𝜙𝜓𝑧اعمال دنباله تابع  

(32 ) 
𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝜇(𝐹)−1, 𝑓𝜇(𝐹), 0,0, . . ,0⏞    

𝛼(𝐹)−𝜇(𝐹)

) 

 به بردار 

)33( 
𝐺 = 𝜙𝜓𝑧(𝐹)                                                                          

          = (𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝜇(𝐹)−1 − 𝑧, 𝑓𝜇(𝐹) + 2𝑧 − 1,2, 0,0,… ,0⏞    
𝛼(𝐹)−𝜇(𝐹)+𝑧

)
 

 رسیم که برای آن داریم می

(34 ) 

𝛼(𝐺) = 𝛼(𝐹) + 𝑧 + 1
𝜈(𝐺) = (𝐹) + 𝑧 + 1   
𝜎(𝐺) = 𝜎(𝐹)                 
𝜇(𝐺) = 𝜇(𝐹) + 1        

 

  𝜙𝜓𝑧𝑘−1𝜙…𝜙𝜓𝑧2𝜙𝜓𝑧1توان نشان داد که با اعمال دنباله  بنابراین با استقرا می

 ، به بردار 𝑆بر  

(35 ) 
𝑇 = (1 − 𝑧1, 1 + 2𝑧1 − 𝑧2, 1 + 2𝑧2 − 𝑧3, … ,1 + 2𝑧𝑘−1, 2         

                                                                                        , 0,0,0,0,… ,0⏞      

1+∑ 𝑧𝑖
𝑘−1
𝑖=1

)

 

 رسیم که برای آن می
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(36 ) 

𝛼(𝑇) = 𝛼(𝑆) + 𝑘 − 1 +∑𝑧𝑖

𝑘−1

𝑖=1

𝜈(𝑇) = 𝜈(𝑆) + 𝑘 − 1 +∑𝑧𝑖

𝑘−1

𝑖=1

𝜎(𝑇) = 𝜎(𝑆)                                
𝜇(𝑇) = 𝜇(𝑆) + 𝑘 − 1                

 

 ، بردار 𝑇بر    𝜓𝑧𝑘و در نهایت با اعمال  

(37 ) 
𝑋 = (1 − 𝑧1, 1 + 2𝑧1 − 𝑧2, 1 + 2𝑧2 − 𝑧3, … ,

1 + 2𝑧𝑘−1 − 𝑧𝑘 , 2 + 2𝑧𝑘 , 0,0,0,0,… ,0⏞      

1+∑ 𝑧𝑖
𝑘
𝑖=1

)

 

 شود که برای آن حاصل می

(38 ) 

𝛼(𝑋) = 𝛼(𝑆) + 𝑘 − 1 +∑𝑧𝑖

𝑘

𝑖=1

𝜈(𝑋) = 𝜈(𝑆) + 𝑘 − 1 +∑𝑧𝑖

𝑘

𝑖=1

𝜎(𝑋) = 𝜎(𝑆)                               
𝜇(𝑋) = 𝜇(𝑆) + 𝑘 − 1                

 

𝜎(𝑆)با توجه به    = 1   ،𝜈(𝑆) = 𝛼(𝑆) = 𝜇(𝑆)  و  3 =   شود. ، لم اثبات می2

توابع  :  3قضیه دنباله  اعمال  با  آنکه  برای  کافی  و  لازم  شرط 

𝜓𝑧𝑘𝜙𝜓𝑧𝑘−1𝜙…𝜙𝜓𝑧2𝜙𝜓𝑧1    به𝑆 = عضو  (1,2,0) چندگانگی  بردار  یک   ،

ℳ𝑛(1)   تولید شود آن است که 

(39 ) {

0 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 2𝑧𝑖−1 + 1          for   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘

∑𝑧𝑖

𝑘

𝑖=1

= 𝑛 − 𝑘 − 2                                       
 

𝑆به    𝜓𝑧𝑘𝜙𝜓𝑧𝑘−1𝜙…𝜙𝜓𝑧2𝜙𝜓𝑧1فرض کنید با اعمال دنباله توابع    برهان: =

لم  𝑋بردار    (1,2,0) به  توجه  با  شود.  𝜎(𝑋)داریم    5تولید  = 𝛼(𝑋)  و  1 =

𝜈(𝑋) = 𝑘 + 2 + ∑ 𝑧𝑖
𝑘
𝑖=1 = 𝑘 + 2 + (𝑛 − 𝑘 − 2) = 𝑛  از بنابراین   .

  ℳ𝑛(1)عضو    𝑋آید که شرط لازم و کافی برای این که  چنین بر می  3تعریف

و نامنفی   5نامنفی باشند؛ که با توجه به لم 𝑋های  باشد آن است که همه مولفه

 ها، معادل با آن است که 𝑧𝑖بودن  

(40 ) 0 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 2𝑧𝑖−1 + 1         for            1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘    

  برقرار باشد.

توابع    :4قضیه دنباله  اعمال  با  آنکه  برای  کافی  و  لازم  شرط 

𝜓𝑧𝑘𝜙𝜓𝑧𝑘−1𝜙…𝜙𝜓𝑧2𝜙𝜓𝑧1      به𝑆 = عضو    (1,2,0) چندگانگی  بردار  یک 

ℳ𝑛(𝜆)   تولید شود آن است که 

(41 ) 

{
 
 

 
 
𝑧𝑖 = 2

𝑖 − 1                  for      1 ≤ 𝑖 < 𝜆
0 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 2𝑧𝑖−1 + 1     for       𝜆 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘

∑𝑧𝑖

𝑘

𝑖=1

= 𝑛 − 𝑘 − 2   .                             

 

آن   برهان: قضیچ مانند  برهان  در  توابع    3ه  ه  دنباله  اعمال  با  اگر  شد  مطرح 

𝜓𝑧𝑘𝜙𝜓𝑧𝑘−1𝜙…𝜙𝜓𝑧2𝜙𝜓𝑧1    به𝑆 = تولید شود، شرط لازم و    𝑋بردار    (1,2,0)

 باشد آن است که   ℳ𝑛(𝜆)عضو   𝑋 ه کافی برای اینک

(42 ) {
𝑥𝑖 = 0                  for                    𝑖 < 𝜆
𝑥𝑖 ≥ 0              for                𝜆 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘,

               

 باید شرایط زیر برقرار باشد:  و این بدان معنی است که

(43 ) {
𝑧𝑖 = 1+ 2𝑧𝑖−1                      𝑓𝑜𝑟      1 ≤ 𝑖 ≤ 𝜆 − 1      
0 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 2𝑧𝑖−1 + 1              𝑓𝑜𝑟       𝜆 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘           .   

 

𝑧0با توجه به   ≜  معادله بازگشتی و این که جواب 0

(44 ) 𝑧𝑖 = 1 + 2𝑧𝑖−1  for    1 ≤ 𝑖 ≤ 𝜆 − 1 

 به فرم   

(45 ) 𝑧𝑖 = 2
𝑖 − 1             for     1 ≤ 𝑖 < 𝜆              

  شود.است برهان کامل می

  دهد با در نظر گرفتن ای خواهیم پرداخت که نشان میدر ادامه به قضیه

  کدطولترین  ، یک کران بالا روی بزرگکدطولترین  کوچک  روی  𝜆کران پایین  

کد  کلمهترین  ترین و طولانیطول کوتاه  شود و در نتیجه اختلاف بینایجاد می

 شود. محدود می

𝑀اگر    :5قضیه ∈ℳ𝑛(𝜆)    آنگاه 𝜇(𝑀)باشد  ≤ 𝑛 − 2−𝜆 + 𝜆 تساوی  .

 فقط برای بردار چندگانگی 

(46 ) 
(0,0,… ,0⏞    ,

𝜆−1

2𝜆 − 1, 1,1, … ,1⏞    ,2

𝑛−2𝜆−1

) 

   کدطولبردار با  شود که متناظر است برقرار می

(47 ) 
(𝜆, 𝜆, … , 𝜆⏞    ,

2𝜆−1

𝜆 + 1, 𝜆 + 2, 𝜆 + 3,… , 𝑛 − 2𝜆 + 𝜆⏞                    
𝑛−2𝜆

, 𝑛 − 2𝜆 + 𝜆). 

چندگانگی    برهان: بردار  کنید  توابع    𝑀فرض  دنباله  اعمال  از 

𝜓𝑧𝑘𝜙𝜓𝑧𝑘−1𝜙…𝜙𝜓𝑧2𝜙𝜓𝑧1   رب 𝑆 = به   (1,2,0) توجه  با  باشد.  آمده  دست  به 

𝜇(𝑀)دانیم که  قضیه قبلی می = 𝑘 + 𝑘با توجه به    و  1 = 𝑛 − 2 − ∑ 𝑧𝑖
𝑘
𝑖=1 

∑آید که  زمانی به دست می  𝑘واضح است که بیشترین مقدار   𝑧𝑖
𝑘
𝑖=1    کمترین

1برای    𝑧𝑖مقدار ممکن را داشته باشد. مقدار   ≤ 𝑖 < 𝜆  که معلوم است، یعنی 

𝑧𝑖 = 2
𝑖 −  و   1

(48 ) ∑𝑧𝑖 =

𝜆−1

𝑖=1

∑(2𝑖 − 1) =

𝜆−1

𝑖=1

2𝜆 − 𝜆 − 1           

𝜆ولی برای   ≤ 𝑖 ≤ 𝑘  مقدار 𝑧𝑖را باید مساوی صفر قرار داد تا کمترین مقدار    ها

∑ 𝑧𝑖
𝑘
𝑖=𝜆    نتیجه بیشترین مقدار بنابراین    𝜇(𝑀)یعنی صفر و در  آید.  به دست 

 توان نوشت می

(49 ) 

𝜇(𝑀) = 1 + 𝑘 = 1 + 𝑛 − 2 −∑𝑧𝑖

𝜆−1

𝑖=1

−∑𝑧𝑖

𝑘

𝑖=𝜆

= 𝑛 − 1 − (2𝜆 − 𝜆 − 1) −∑𝑧𝑖

𝑘

𝑖=𝜆

≤ 𝑛 − 2−𝜆 + 𝜆                                 

 

,𝑧1شود که دنباله و تساوی زمانی برقرار می 𝑧2, … , 𝑧𝑘    به صورت 

(50 ) 
1,3,7,… , 2𝜆−1 − 1⏞          ,

𝜆−1

0,0,… ,0⏞    
𝑛−2𝜆

 

 برهان کامل است.   5م باشد. با توجه به ل

قض دیگر  طول  5یه  بیان  بردار  برای  اگر  که  است  فشرده  این  کد 
(ℓ1, ℓ2, ℓ3, … , ℓ𝑛)     باشیم ,min(ℓ1داشته  ℓ2, ℓ3, … , ℓ𝑛) ≥ 𝜆آن گاه  ، 

max(ℓ1, ℓ2, ℓ3,… , ℓ𝑛)≤ 𝑛 − 2𝜆 + 𝜆ترین  . بدین ترتیب اختلاف طول کوتاه

 حداکثر  آنها کد و در نتیجه اختلاف تاخیر کدبرداری کلمهترین و طولانی

 𝑛 − 2𝜆 تر برای است که با انتخاب مقادیر بزرگ𝜆 یابد.  کاهش می 

 

  تایی𝒏تولید همه بردارهای چندگانگی  -4

می بخش  این  همه  در  تولید  یعنی  مقاله  این  اصلی  مسئله  به  خواهیم 

𝜆بپردازیم. ابتدا حالت ساده   ℳ𝑛(𝜆)بردارهای چندگانگی عضو   = را بررسی   1

بر اساس قضیمی اعضای    3ه  کنیم.  بخواهیم همه  باید    ℳ𝑛(1)اگر  را بسازیم 

1 ابتدا به ازای همه مقادیر ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − تایی از اعداد صحیح    𝑘های  همه دنباله  1

,𝑧1نامنفی   𝑧2, … , 𝑧𝑘    بعد    3ه  که در شرایط قضیرا تولید کنیم و  صدق کنند 

را بر    𝜓𝑧𝑘𝜙𝜓𝑧𝑘−1𝜙…𝜙𝜓𝑧2𝜙𝜓𝑧1دنباله توابع متناظر به فرم    آنهاتک  برای تک

𝑆 = می  (1,2,0) کار،  این  جای  به  کنیم.  قضیاعمال  از  استفاده  با    6ه  توان 
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دنباله همه  از  مستقیما  عضوی  متناظر  که  نامنفی  اعداد صحیح   ℳ𝑛(1)های 

 هستند را ساخت.

𝑖را برای    𝑧𝑖اگر مقادیر    :6قضیه = به ترتیب یکی پس از دیگری    …,1,2

 کنیم که همیشه شرط  چنان تعیین 

(51 ) 0 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝑚𝑖𝑛{2𝑧𝑖−1 + 1, 𝑛 − 𝑖 − 2 −∑𝑧𝑗

𝑖−1

𝑗=1

} 

  وجود نداشته 𝑧𝑖که مقدار قابل قبولی برای   𝑖  کوچکترینبرقرار بماند و به ازای 

 باشد، یعنی  

(52 ) 𝑚𝑖𝑛 {2𝑧𝑖−1 + 1, 𝑛 − 𝑖 − 2 −∑𝑧𝑖

𝑖−1

𝑗=1

} < 0   

,𝑧1دنباله  برقرار شود،   𝑧2, … , 𝑧𝑖−1    را برای تولید یک بردار چندگانگی استفاده

 شوند.  ساخته می ℳ𝑛(1)کنیم، آنگاه همه بردارهای چندگانگی در  

کنید  برهان: چندگانگی    فرض  توابع    ℳ𝑛(1)بردار  دنباله  اعمال  از 

𝜓𝑧𝑘𝜙𝜓𝑧𝑘−1𝜙…𝜙𝜓𝑧2𝜙𝜓𝑧1  بر S = می  (1,2,0) صورت  ساخته  این  در  شود. 

,𝑧1دنباله  𝑧2, … , 𝑧𝑘     کند و حتما در نامعادلات این  صدق می  4در شرایط قضیه

کند. تنها نکته این است که برای چنین  (، هم صدق می42قضیه، یعنی روابط )

 تعریف نشده است. با توجه به   𝑧𝑘+1ای مقدار  دنباله

(53 ) ∑𝑧𝑖

𝑘

𝑖=1

= 𝑛 − 𝑘 − 2 

 داریم 

(54 ) 𝑛 − (𝑘 + 1) − 2 −∑𝑧𝑖

𝑘

𝑗=1

= −1         

 در   𝑧𝑘+1در نتیجه باید   و

(55 ) 0 ≤ 𝑧𝑘+1 ≤ 𝑚𝑖𝑛{2𝑧𝑘 + 1,−1} 

مطلب   این  عکس  درستی  اثبات  به  حال  است.  ممکن  غیر  که  کند  صدق 

 پردازیم.می

,𝑧1فرض کنید دنباله   𝑧2, … , 𝑧𝑘  ( صدق می52( و )51در نامعادلات )  .کند

 تعریف شده، حتما داریم  𝑧𝑘تعریف نشده است ولی   𝑧𝑘+1با توجه به اینکه  

(56 ) 

𝑚𝑖𝑛 {2𝑧𝑘 + 1, 𝑛 − (𝑘 + 1) − 2 −∑𝑧𝑖

𝑘

𝑗=1

} < 0

0 ≤ 𝑚𝑖𝑛 {2𝑧𝑘−1 + 1, 𝑛 − 𝑘 − 2 −∑𝑧𝑖

𝑘−1

𝑗=1

}        

 

𝑧𝑘چون   و ≥  است پس   0

(57 ) 𝑛 − (𝑘 + 1) − 2 −∑𝑧𝑖

𝑘

𝑗=1

< 0              

 و

(58 ) 𝑛 − 𝑘 − 3 −∑𝑧𝑖

𝑘−1

𝑗=1

< 𝑧𝑘  

 و در نتیجه 

(59 ) 𝑛 − 𝑘 − 2 −∑𝑧𝑖

𝑘−1

𝑗=1

≤ 𝑧𝑘  .   

 دانیم که  از طرفی می

(60 ) 𝑧𝑘 ≤ 𝑛 − 𝑘 − 2 −∑𝑧𝑖

𝑘−1

𝑗=1

    

 و در نهایت داریم 

(61 ) 𝑧𝑘 = 𝑛 − 𝑘 − 2 −∑𝑧𝑖

𝑘−1

𝑗=1

 . 

,𝑧1در نتیجه دنباله   𝑧2, … , 𝑧𝑘     اگر دنباله توابع    را داراست و  4همه شرایط قضیه

𝜓𝑧𝑘𝜙⋯𝜙𝜓𝑧2𝜙𝜓𝑧1    بر روی𝑆 =   ℳ𝑛(1)اعمال شود حتما یک عضو از    (1,2,0)

  شود.حاصل می

های قابل  طبق جدول زیر دنباله  ℳ6(1)برای تولید همه اعضای    :7مثال

فقط دو    𝑧1سازیم. در مرحله اول برای مقدار قبول از اعداد صحیح نامنفی را می

وجود دارد. بنابراین فقط دو زیر دنباله از اعداد صحیح نامنفی    1و    0انتخاب  

 محدوده   در 𝑧2باید    (0). در مرحله بعد برای  (1)و   (0)شود،  ساخته می

0 ≤ 𝑧2 ≤ min{1,2}    باید    (1)صدق کند و برای𝑧2    0در ≤ 𝑧2 ≤ min{3,1}  

دنباله زیر  ترتیب  بدین  کند.  ساخته    (1,1)،  (1,0)،  (0,1)،  (0,0)های  صدق 

تعیین شود. به   𝑧3محدوده قابل قبول    آنها شوند که باید در مرحله بعد برای می

0باید    (1,1)طور مشخص برای زیردنباله   ≤ 𝑧3 ≤ min{1,−1}    برقرار باشد و

تواند  می  (1,1)وجود ندارد و خود دنباله    𝑧3بنابراین هیچ مقدار قابل قبولی برای  

های  مراحل تولید همه دنباله  1  بسازد. در جدول  ℳ6(1)یک بردار چندگانگی در  

هایی  نشان داده شده است. دنباله  ℳ6(1)همه اعضای  اعداد صحیح نامنفی و  

توان  اند کامل هستند و هیچ عدد دیگری نمیکه با رنگ خاکستری مشخص شده

 اضافه کرد. آنهاو نباید به 

 

 𝓜𝟔(𝟏)تولید دنباله توابع متناظر با  :1ل جدو

 
 

دار 
بر

 
انگ

دگ
چن

  ی 

ظر
تنا

م
 

اله 
دنب

 
بع

توا
  

ظر
تنا

م
 

رم
ف

 
داد

رار
ق

  ی 

اله 
دنب

 
بع

توا
  

ظر
تنا

م
 

ار  
قد

ر م
کث

دا
ح

ل  
بو

ل ق
قاب

𝑧 𝑖 

𝑖 

 ر یز
ه  

بال
دن

د  
دا

اع ی 
نف

نام
 

   1 1 () 

   min{1,2} 2 (0) 
   min{3,1} 2 (1) 
   min{1,1} 3 (0,0) 
   min{1,0} 3 (0,1) 
   min{1,0} 3 (1,0) 

(0,2,4,0,0,0) 𝜓𝜙𝜓 𝜓1𝜙𝜓1 min{1,−1} 3 (1,1) 
   min{1,0} 4 (0,0,0) 

(1,1,0,4,0,0) 𝜓𝜙𝜙 𝜓1𝜙𝜓0𝜙𝜓0 min{1,−1} 4 (0,0,1) 
(1,0,3,2,0,0) 𝜙𝜓𝜙 𝜓0𝜙𝜓1𝜙𝜓0 min{1,−1} 4 (0,1,0) 
(0,3,1,2,0,0) 𝜙𝜙𝜓 𝜓0𝜙𝜓0𝜙𝜓1 min{1,−1} 4 (1,0,0) 
(1,1,1,1,2,0) 𝜙𝜙𝜙 𝜓0𝜙𝜓0𝜙𝜓0𝜙𝜓0 min{1,−1} 5 (0,0,0,0) 

 

تایی با محدودیت روی 𝒏تولید همه کدهای فشرده الگوریتم -5

 و کارایی آن  کدهاطول

قضی برای  آنچه  به  شبیه  برهانی  می  6ه  با  شد  تولید  ارائه  الگوریتم  توان 

نامنفیدنباله اعداد  اساس    های  بر  در  می  آنهاکه  چندگانگی  بردار  یک  توان 

ℳ𝑛(𝜆) را به صورت زیر در نظر گرفت:   ساخت 

𝑖را برای    𝑧𝑖مقادیر   = کنیم به ترتیب یکی پس از دیگری چنان تعیین می  …,1,2

 که همیشه شرط  

(62 ) 

𝑧𝑖 = 2
𝑖 − 1                                                           1 ≤ 𝑖 < 𝜆

0 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 𝑚𝑖𝑛{2𝑧𝑖−1 + 1, 𝑛 − 𝑖 − 2 −∑𝑧𝑖

𝑖−1

𝑗=1

}     𝑖 ≥ 𝜆
 

این   برقرار باشد. شبه کد این الگوریتم در شکل زیر مشخص شده است. در
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به ترتیب مجموع   𝐿𝑎𝑠𝑡(𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒) و  𝑆𝑢𝑚(𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒) شبه کد  منظور از

,𝒛𝟏های  پس از تولید همه دنباله  است.  𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒اعضا و آخرین عضو   𝒛𝟐,⋯  ،

بخش  می مطالب  به  توجه  با  بردارهای    3توان  و  توابع  دنباله  بین  )تناظر 

 را تولید نمود.   ℳ𝑛(𝜆)چندگانگی( همه بردارهای چندگانگی عضو 

 

,𝒛𝟏های ولید همه دنبالهتکد شبه 𝒛𝟐,⋯   متناظر با اعضای𝓜𝒏(𝝀) 
𝐈𝐧𝐩𝐮𝐭:  𝑛 
Z_sequences ⟵ [21 − 1, 22 − 1, 23 − 1, . . . , 2𝜆−1 − 1] 
𝐟𝐨𝐫 𝑖 in [1,2, . . . , 𝑛 − 2] 𝐝𝐨 
     𝐟𝐨𝐫 z_seq in Z_sequences 𝐝𝐨 
     𝑢 = min(1 + 2 ∗ 𝐿𝑎𝑠𝑡(𝑧_𝑠𝑒𝑞), 𝑛 − 𝑖 − 2 − 𝑆𝑢𝑚(𝑧_𝑠𝑒𝑞)) 
     𝐢𝐟 𝑢 ≥ 0 𝐭𝐡𝐞𝐧 
           𝐟𝐨𝐫 z in [0,1,2, . . . , u] 𝐝𝐨 
                𝐀𝐝𝐝 [z_seq, 𝑢] 𝐭𝐨 Z_sequences  
           𝐑𝐞𝐦𝐨𝐯𝐞 z_seq 𝐟𝐫𝐨𝐦 Z_sequences  
𝐎𝐮𝐭𝐩𝐮𝐭:  Z_sequences  

 

برای تولید اعضای    :8مثال های  اجرا شود دنباله  ℳ13(3)وقتی الگوریتم 

به دست    2طبق جدول    آنها و بردارهای چندگانگی متناظر    اعداد صحیح نامنفی

برای این   (∙)𝜇ترین مقدار انتظار داشتیم بزرگ  5آیند. همانطور که از قضیه  می

13بردارهای چندگانگی   − 23 + 3 = است که در آخرین سطر جدول دیده    8

 شود. می

 

 𝓜𝟏𝟑(𝟑)های اعداد و بردارهای چندگانگی مربوط به  دنباله :2جدول 

,𝑧1 دنباله بردار چندگانگی  𝑧2, ⋯ 
(0,0,3,10,0,0,0,0,0,0,0,0,0) (1,3,4) 
(0,0,6,1,6,0,0,0,0,0,0,0,0) (1,3,1,2) 
(0,0,5,4,4,0,0,0,0,0,0,0,0) (1,3,2,1) 
(0,0,4,7,2 ,0,0,0,0,0,0,0,0) (1,3,3,0) 
(0,0,7,0,2,4,0,0,0,0,0,0,0) (1,3,0,1,1) 
(0,0,6,3,0,4,0,0,0,0,0,0,0) (1,3,1,0,1) 
(0,0,6,2,3,2,0,0,0,0,0,0,0) (1,3,1,1,0) 
(0,0,5,5,1,2,0,0,0,0,0,0,0) (1,3,2,0,0) 
(0,0,7,1,1,0,4,0,0,0,0,0,0) (1,3,0,0,0,1) 
(0,0,7,1,0,3,2,0,0,0,0,0,0) (1,3,0,0,1,0) 
(0,0,7,0,3,1,2,0,0,0,0,0,0) (1,3,0,1,0,0) 
(0,0,6,3,1,1,2,0,0,0,0,0,0) (1,3,1,0,0,0) 
(0,0,7,1,1,1,1,2,0,0,0,0,0) (1,3,0,0,0,0,0) 

 

الگوریتم پیشنهادی این   ارائه  با استفاده از  می  ،بخشقبل از  ابتدا  بایست 

(  [18،  15]های موجود مانند  روشاز  دیگر  )یا یکی    6و قضیه    4مطالب بخش  

تایی را تولید نمود و بعد  𝑛فشرده    های کد همهو در نتیجه    ℳ𝑛(1)اعضای   همه

است    𝜆کدهایشان بزرگتر یا مساوی مقدار  ها، کدهایی که همه طولاز بین آن

شود. ولی با استفاده از  باعث اتلاف منابع میکار اینکه   واضح است. دکررا جدا 

پیشنهادی   بخش  الگوریتم  برای ساخت  میاین  را فقط  منابع محاسباتی  توان 

مصرف کرد و با سرعت بیشتری  (  ℳ𝑛(𝜆))متناظر با اعضای    کدهای موردنظر

بههمه آن را  از دو  ها  اجرای هر یک  زمان  بدیهی است که  آورد.  روش  دست 

  شود. بر این اساس ساخته میبا آنها  متناسب با تعداد کدهایی است که  مذکور  

   نسبت

(63 ) |ℳ𝑛(𝜆) |

|ℳ𝑛(1) |
             

دو روش مذکور )با استفاده از الگوریتم پیشنهادی    زمان اجرای گر نسبت  نشان

ازای    به مقدار این نسبت     1این بخش و بدون استفاده از آن( است. در شکل  

مختلف  ا مقدسه   𝜆ر  = 2, 3, 2𝜆و    4 ≤ 𝑛 ≤ لگاریتمی    32 مقیاس  رسم  در 

𝜆باید  دیدیم که    1)در بخش    است شده ≤ ⌊log 𝑛⌋  طور که  همان.  (برقرار باشد

بزرگتر باشد این نسبت    𝜆هرچه مقدار  مشخص،    𝑛رفت به ازای هر  انتظار می

نکته دیگر    گردد.کارایی الگوریتم پیشنهادی بیشتر نمایان میشود و  کوچکتر می

.  کنداین نسبت به مقدار ثابتی میل می  𝑛مشخص، با افزایش    𝜆اینکه به ازای هر  

𝜆این مقادیر ثابت برای   = 2, 3,   04804/0،  44263/0به ترتیب تقریبا مساوی    4

𝜆هستند. این بدان معناست که مثلا اگر    00045/0و   = اندازه  به   𝑛باشد برای    3

2𝜆، یعنی  کافی بزرگ ≤ 𝑛،  الگوریتم پیشنهادی تقریبا    زمان اجرا درصد    5با 

به یا  است  پیشنهادی  الگوریتم  بدون  اجرا  دیگر  زمان  اجراعبارت  با    سرعت 

تقریبا   پیشنهادی  است.  20الگوریتم  𝜆برای    برابر  = به    4 نسبت سرعت  این 

 رسد. می 2200حدود 

 
| 𝓜𝒏(𝝀)|نسبت  :1شکل 

|𝓜𝒏(𝟏) |
تولید   زمان اجراینسبت  عنوان به 

  فشرده با استفاده از الگوریتم پیشنهادی و بدون استفاده از آنکدهای

𝝀ازای سه مقدار مختلف به = 𝟐, 𝟑, 𝟐𝝀و  𝟒 ≤ 𝒏 ≤ 𝟑𝟐.  

 

حرف به اضافه همزه( باید    32برای کدگذاری حروف زبان فارسی )  :9مثال

کد فشرده    33818794  تایی مناسب باشیم. به طور کلی  33به دنبال کدهای  

بهترین    33 دارد که  به حداقل متوسط طول  آنهاتایی وجود  کد  )کد هافمن( 

اختلافمی  7582/4 این کد  با  و کوتاهطولانی  طول  رسد.  کد  کلمهترین  ترین 

مشخص شده با افزایش مقدار    3است. همان طور که در جدول  7-2=5مساوی  

𝜆  می کاهش  ممکن  کدهای  انتخابتعداد  چون  و  مییابد  محدودتر  شوند  ها 

رفت اختلاف طول  طور که انتظار مییابد، ولی همانکد افزایش میمتوسط طول

 یابد.  کدها کاهش میکد و همچنین واریانس طولکلمهترین  ترین و کوچکبزرگ

𝜆طور خاص برای  به = کد فشرده وجود دارد که متوسط    15298فقط   4

کد هافمن  بیت بیشتر از متوسط طول  14/0فقط  8956/4کد بهترین آنها طول

  کدهای آن به طرز قابل توجهی کمتر است.است ولی درعوض پراکندگی طول

𝜆در حالت غایی   =   (0,0,0,0,31,2)فقط یک کد فشرده با بردار چندگانگی    5

در ستون آخر جدول    بیت است.  0069/5متوسط طول کد آن  وجود دارد که   

| ℳ𝑛(𝜆)|نسبت سرعت تولید کدها با الگوریتم پیشنهادی و بدون آن )یعنی    3

|ℳ𝑛(1) |
  )

 است.مشخص شده

حرف زبان فارسی به اضافه نشانه همزه به    32مقدار احتمال    [27]طبق  

 صورت زیر در نظر گرفته شده است  

0/1998, 0549/0 ,0/0083,0/0619,0/0018,0/0133,0/0046,0/0119, 

0/0159,0/0903,0/0026,0/ 0059 ,0/0272,0/0012,0/0218,0/0172, 

0/0046,0/ 0002 ,0/0037,0/0014,0/0086,0/0014,0/0095,0/0078, 

0/ 0004 ,0/0092,0/0331,0/0715,0/0897,0/0733,0/0816,0/ 0005 , 

0/0019.  

 ری یگ جهینت -5

، که در اینجا  کدهای فشردهدسته خاصی از  له تولید  ئمس  به   در این مقاله 

« کدهای  را  آنها  اختصار  میمطلوببه  کدهای  «  شد.  پرداخته    مطلوب نامیم، 

یا  بیت  𝜆  آنهاکدهای همه کلمه( مشخص 𝜆ای هستند که )برای  کدهای فشرده
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باشندطولانی کدهایی  تر  چنین  برای  که  دیدیم  حداکثر   .  کد  طول  بزرگترین 

𝑛 − 2𝜆 + 𝜆    نتیجه بزرگ)و در  و کوچکاختلاف  حداکثر    کد ترین طولترین 

𝑛 − 2𝜆  )شود و حتی برای مقادیر بزرگ می𝑛  توان با انتخاب هم می𝜆    به اندازه

کدها  این محدودیت روی طول  (⌊log 𝑛⌋کوچکتر یا مساوی  با قید  )  کافی بزرگ

 را ایجاد کرد و کدبرداری را با کارایی بالاتر انجام داد.  

اگر   اینکه  به  توجه  پیشکدطولبا  بدون  باشد  وهای یک کد  اختیار  ند در 

کدها با یک الگوریتم سرراست قابل انجام است، مسئله اصلی مقاله  ساختن کلمه

ها و به طور معادل تولید همه بردارهای چندگانگی  کدطولبه تولید همه بردار  

و   𝜙دیدیم که چگونه با اعمال توابع  همچنین  شود.  تبدیل می  مطلوبکدهای  

𝜓    مطلوب بر بردارهای چندگانگی کدهای  𝑛  توان بردارهای چندگانگی  تایی می

𝑛  مطلوب کدهای   + تایی را به صورت غیرتکراری ساخت. ثابت شد که هر    1

دنباله اعمال  از  ازبردار چندگانگی  بردار چندگانگی    𝜓و    𝜙توابع    ای  بر یک 

𝑆خاص یعنی   = شرط لازم و کافی برای این  همچنین  آید.  به دست می  (1,2,0)

شود به دست آمد.     مطلوبمنجر به تولید یک کد    𝜓و    𝜙که یک دنباله از توابع  

با یک دنباله محدود از اعداد صحیح نامنفی توصیف    𝜓و    𝜙توابع    هر دنباله از

یک کد    متناظرهای اعداد که  الگوریتمی برای تولید همه دنباله  درنهایت   شد و

گردید.  هستند  مطلوب اهمیت    ارائه  و  الگوریتم  کارایی  که  این  است  آن  در 

  مطلوبی شود و هیچ کد  نباشد تولید نمی  مطلوب   هیچ کدی که اجرای آن    درحین

 شود. تولید نمیهم بیش از یک بار 

بدون استفاده از الگوریتم پیشنهادی این امکان وجود داشت که ابتدا همه  

با استفاده از یکی از روش  𝑛کدهای فشرده   تولیدتایی را  کرده و  های موجود 

این با  کنیم.  جدا  آنها  بین  از  را  مطلوب  کدهای  منابع  سپس  از  مقداری  کار 

الگوریتمجا که زمان  رود. از آنمحاسباتی هدر می با تعداد    هااجرای  متناسب 

توان  ید با آنها ساخته شود، کارایی الگوریتم پیشنهادی را میکدهایی است که با

به    سنجید.  تایی  𝑛تایی به تعداد کل کدهای    𝑛با نسبت تعداد کدهای مطلوب  

𝜆ازای   = افزایش    2,3,4 با   ،𝑛  مق سمت  به  نسبت  ،  44263/0ثابت  ادیر  این 

𝜆طور خاص به ازای  کند. بهمیل می  0/ 00045و    04804/0 = با استفاده از    3

  5الگوریتم پیشنهادی منابع محاسباتی لازم برای تولید کدهای مطلوب تقریبا  

 درصد حالتی است که از آن استفاده نشود. 

 انتخاب کد برای الفبای فارسی با ملاحظه اختلاف طول کلمات کد :3جدول

  ی فشردهنسبت سرعت تولید کدها

روی   𝜆مورد نظر )با محدودیت  

الگوریتم  استفاده از  با کدها( طول

   استفاده از آن پیشنهادی و بدون

   متوسط حداقل 

 ممکن  کدطول

  یکدهاطول انسیوار

 بهینه 

   و نی تربزرگ  اختلاف

 کد طول ن یکوچکتر

  ی چندگانگ بردار 

 نه یبه

  یکدها تعداد

 ممکن 

مقدار  
𝜆 

1 4/7582 0/9451 5 (0,1,0,3,8,19,2) 33818794 1 

25/2  4/7582 0/9451 5 (0,1,0,3,8,19,2) 14969239 2 

81/20  4/8356 0/8712 4 (0,0,2,2,12,15,2) 1624731 3 

66/2210  4/8956 0/2973 3 (0,0,0,1,29,1,2) 15298 4 
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