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Short Abstract 
In this paper, the simultaneous design of model predictive control and persistent dwell time switching signal for the Lipschitz switched systems is 
investigated. In the proposed design, the assumption of stabilizability of all sub-systems is removed. Also, the H∞ performance is guaranteed against 
external disturbances. To guarantee stability despite the mentioned features, a multiple Lyapunov function is defined. Also, two different types of cost 
functions have been proposed, including a cost function with the finite predictive horizon for unstabilizable sub-systems and a cost function with the 
infinite predictive horizon for stabilizable sub-systems. The developed control problem is formulated as an optimization problem in the form of linear 
matrix inequalities, by solving which the control gain is obtained. Due to the existence of many constraints due to cost functions and stability conditions 
in the aforementioned linear matrix inequalities, a solution sequence has been considered for the optimization problem, in which a number of these 
constraints are applied at each step in such a way that the rate of energy variation in different sub-systems can be adjusted and the asymptotic stability 
of the whole system is guaranteed. Finally, to validate the proposed design, a chemical system with proposed controller is evaluated. 
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1- Short Introduction  
By reviewing the research papers about model predictive control in different switched systems, it is concluded that most of them are under arbitrary 
switching signal which is very conservative and all sub-systems should be stabilizable. On the other hand, in model predictive control designs that have 
a time-dependent switching signal, the sub-systems are assumed to be linear and stabilizable. Also, some practical requirements such as H∞ performance 
are not included in the design process. Therefore, a simultaneous design of the model predictive control and persistent dwell time switching signal is 
developed for the Lipschitz switched systems, so that the conservatism is reduced and the assumption of stabilizability of all sub-systems is removed. 
 
2- Proposed Work and Methodology  
In this paper, simultaneous design of the model predictive control and persistent dwell time switching signal is investigated for a class of discrete-time 
nonlinear switched systems. Compared to the model predictive designs that have been presented so far, the proposed design is robust against 
unstabilizable sub-systems and disturbances. By simulating a chemical system in MATLAB software and applying the proposed design and other model 
predictive designs, it is shown that the performance of other designs is greatly reduced in the presence of the mentioned challenges, while the proposed 
design performs. Also, in the proposed design, by defining the cost function in the unstabilizable sub-systems, the optimality of the whole system will 
be guaranteed. 
 

3- Conclusion  
A simultaneous design of model predictive control and persistent dwell time switching signal was investigated for the Lipschitz switched systems 
through multiple Lyapunov functions. In the proposed design, by removing the assumption of stabilizability of all sub-systems, the H∞ performance 
was guaranteed against disturbances. Also, this design reduces the conservative aspects of other model predictive schemes in which the switched 
Lyapunov function has been used. Finally, to validate the proposed method, a chemical system was developed, and the performance of the proposed 
design was evaluated. The development of the model predictive control to asynchronous switched systems is suggested as a future work. 
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زمان اقامت ماندگار براي کلاسی از و سیگنال کلیدزنی  ∞H بین مدلکننده پیشطراحی همزمان کنترل

  ناپذیرهاي پایدارهاي کلیدزنی غیرخطی با زیرسیستمسیستم
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 چکیده

. در طرح ردیگیرار مق یمورد بررس لیپشیتز یدزنیکل يهاستمیس يزمان اقامت ماندگار برا یدزنیکل گنالیس مدل و نیبشیهمزمان کنترل پ یحامقاله، طر نیدر ا

ایداري با وجود تضمین پ ي. براگرددخارجی تضمین میدر برابر اغتشاشات  ∞H دعملکر ن،ی. همچنشودیها حذف مستمیرسیز یتمام يداریفرض پا ،يشنهادیپ

 ریدارناپذیپا يهاستمیسریز يرابا افق محدود ب نهیشامل تابع هز متفاوت نهیدو نوع تابع هز ن،ی. همچنگرددتعریف میچندگانه  اپانوفیل ابعت هاي مذکور، یکویژگی

هاي ناتساويسازي در قالب همسأله کنترل توسعه داده شده به یک مسأله بهین. پیشنهاد گردیده است ریدارپذیپا يهاستمیسریز يبا افق نامحدود برا نهیو تابع هز

 طیو شرا نهیتوابع هزز هاي متعدد ناشی اتوجه به موجود بودن محدودیتشود. با دست آورده می، بهره کنترل بهگردد که با حل آنبندي میجمعماتریسی خطی 

ها اعمال ز این محدودیتاسازي در نظر گرفته شده است که در هر مرحله تعدادي مذکور، یک توالی حل براي مسأله بهینه خطی  هاي ماتریسیناتساويدر  يداریپا

 یاعتبارسنج يبرا ت،یهاگردد. در ن نیتضم ستمیکل س یمجانب يداریپاباشد و  میمختلف قابل تنظ يهاستمیسریدر ز يانرژ راتییکه نرخ تغ يابه گونهگردند می

  .ردیگیقرار م یابیمورد ارز کننده پیشنهايبا کنترل ییایمیش ستمیس کی ،يشنهادیطرح پ
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  مقدمه - 1

 لیلبه د یبیترک يهاستمیمهم از س دسته کیبه عنوان  یدزنیکل يهاستمیس  

ه را ب يادیتوجه ز ریاخ يهادر سال ده،یچیپ يهاستمیرفتار س يقو فیتوص

که  یدزنیکل گنالیس کیو  ستمیسریز نیها از چنداند. آنخود جلب کرده

 ،یمنظر عملاز  .]1د [انشده لیتشک، کندیم نییفعال را تع ستمیرسیز

 هدیچیپ یرخطیغ يهاستمی، س]2[ هاتیقطعها و عدمعیببا انواع  يهاستمیس

ه ب نتوایرا م ]6-5[ ساختار و پارامتر رییدر معرض تغ يهاستمیو س ]4-3[

  .نمود يسازمدل یدزنیکل يهاستمیصورت س

 ستمیکل س يداریحفظ پا ،یدزنیکل يهاستمیمسائل در س نیاز مهمتر یکی  

 گنالیمختلف است. از نقطه نظر س يهامتعدد در زمان يهایدزنیبا وجود کل

تحت  يدارسازیشامل پا یعمدتاً به دو دسته کل يدارسازیپا مسأله ،یدزنیکل

 یم میتقس دیقم یدزنیکل گنالیتحت س يدارسازیدلخواه و پا یدزنیکل گنالیس

کنترل  کیبه صورت دلخواه فرض شود،  یدزنیکل گنالی. اگر س]8-7[دنشو

است که  یمنطق ن،ی. بنابرا]7[ شودیم یطراح ادیز يکارکننده با محافظه

 يهاگنالیس انید. در مندر نظر گرفته شو یدزنیکل گنالیس يرو يودیق

                                                                        
1 Dwell time 
2 Average dwell time 
3 Persistent dwell time 

 مورد توجه قرار گرفته شتریوابسته به زمان ب یدزنیکل گنالیس د،یمق یدزنیکل

 2نیانگی، زمان اقامت م1اقامتمختلف  از جمله زمان  يساختارها ياست و دارا

 گنالیاز س کیتحت هر  يدارسازیپا مسأله]. 9[ است 3و زمان اقامت ماندگار

از جمله تابع  اپانوفیل کردیذکر شده معمولاً با استفاده از رو یدزنیکل يها

- یانجام م 6چندگانه اپانوفیو تابع ل 5یدزنیکل اپانوفی، تابع ل4مشترك اپانوفیل

در  ستمیس يدهد تا انرژیچندگانه اجازه م اپانوفیتابع ل ،ی. به طور کل]7[شود

 يهاستمیس يدارسازیپا يبرا ،نیبنابرا .ابدی شیافزا یزمان يهابازه یبعض

  مناسب است. داریناپا يهاستمیرسیبا ز یدزنیکل

-ستمیس يبرا یدزنیکل گنالیبا س يدارسازیپا مسأله ،از مطالعات ياریدر بس  

. بر اساس ]15-10توجه قرار گرفته است [مورد  یخطریو غ یخط ي کلیدزنیها

 ن،ی. بنابراهستند خط-قطع يکردیرو داراي کنترل يهامطالعات، اکثر طرح نیا

ناپذیر و تضمین داریپا يهاستمیرسیمهم از جمله وجود ز يهاحل چالش

. شودیتر مکوچک پذیريامکان هیو ناح شتریب يدهایمنجر به ق ∞Hعملکرد 

ها را تیاز محدود یرفت که فقط برخ برخط کردیرو کیبه سمت  دیبا ن،یبنابرا

 یکی. ابدی شیافزا يریپذامکان هیناح ،جهیاعمال کند و در نت یزمان گامدر هر 

4 Common Lyapunov function 
5 Switched Lyapunov function 
6 Multiple Lyapunov function 
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مدل است که به  نیبشیکنترل پ ،برخط کردیکنترل محبوب با رو يهااز طرح

 نه،یو هز يو کاهش دادن انرژ یکیزیف يهاتیدر نظر گرفتن محدود لیدل

 قاتیتحق ی،طور گسترده در صنعت مورد استفاده قرار گرفته است. به طور کلبه

انجام شده  یدزنیکل يهاستمیس نهیمدل در زم نیبشیدر مورد کنترل پ یکم

 یدزنیکل گنالیمدل و س نیبشیطرح همزمان پ کی، ]16[ جعاست. در مر

تابع  قیاز طر هوستیزمان پ یدزنیکل يهاستمیس يبرا نیانگیزمان اقامت م

 ستمیرسیطرح، با توجه به ز نیکرده است. در ا دایتوسعه پ چندگانه اپانوفیل

 لح یزمان گامدر هر  يسازنهیبه مسألهو حالت،  يورود يهاتیفعال و محدود

 نیبشیطرح پ کی، ]5[ . در مرجعدیآیدست مکنترل به يشود و ورودیم

 گنالیزمان گسسته تحت س یخط یدزنیکل يهاستمیس يبرا  ∞H2/Hمدل

قرار  یمورد بررس یخط یسیماتر هايدر چارچوب ناتساوي دلخواه یدزنیکل

 یدزنیکل يهاستمیس يمدل برا نیبشیطرح پ کی، ]6[ گرفته است. در مرجع

 يهاناتساويچارچوپ  در دلخواه کلیدزنی گنالیزمان گسسته تحت س یرخطیغ

مدل  نیبشیطرح پ دو، ]18-17[ جعاشده است. در مر یمعرف یخط یسیماتر

 یدزنیکل گنالیزمان گسسته تحت س یرخطیغ یدزنیکل يهاستمیس يمقاوم برا

، ]19[ در مرجع .ه استشد شنهادیپ هاتیقطععدم و تأخیردلخواه در حضور 

به  نیانگیزمان اقامت م یدزنیکل گنالیمدل و س نیبشیطرح همزمان پ کی

زمان گسسته  یخط یدزنیکل يهاستمیس يبرا کمک تابع لیاپانوف چندگانه

بر  یمبتن مدل نیبشیطرح همزمان پ کی ،]20[ . در مرجعه استافتیتوسعه 

 یدزنیکل يهاستمیس يبرا نیانگیزمان اقامت م یدزنیکل گنالیگر و سمشاهده

هاي به عنوان آخرین پژوهش .دیگرد جادیا محور دادیرو سازوکارشده با شبکه

هاي کلیدزنی بین مدل براي سیستم]، یک طرح پیش21مرجع [انجام شده، در 

ارائه شده  دلخواهغیرخطی تاخیردار با ساختار لیپشیتز تحت سیگنال کلیدزنی 

کننده روي یک سیستم تصفیه آب مورد ارزیابی قرار است و عملکرد این کنترل

 گنالیو سبین مدل یک طرح همزمان پیش]، 22گرفته است. در مرجع [

کلاسی از  يبرا به کمک تابع لیاپانوف چندگانه نیانگیزمان اقامت م یزندیکل

    .ه استافتیزمان گسسته توسعه  یخطغیر یدزنیکل يهاستمیس

 یخراب ای دیشد تیقطععدم لیممکن است به دل هاستمیس ،یواقع طیدر شرا  

 يهاستمیرسیاحتمال ورود به ز ن،یداشته باشد. بنابرا داریرفتار ناپا زات،یتجه

 یوجود خواهد داشت که م یدزنیکل يهادر لحظه رمنتظرهیبه صورت غ داریناپا

را به همراه داشته باشد. با توجه به  ستمیس یکل يداریمانند ناپا یتواند عواقب

 یدزنیکل يهاستمیمدل در س نیبشیکنترل پ يهاذکر شده در مورد طرح جینتا

فرض که مبتنی بر  نددلخواه قرار دار کلیدزنی گنالیها تحت سمختلف، اکثر آن

لحظات در  اکیدا نزولی بودن تابع لیاپانوفها و پایدارپذیر بودن همه زیرسیستم

در  گر،ید ي. از سو]21، 18، 17، 6، 5[باشند می هاکلیدزنی و زیرسیستم

وابسته به زمان  یدزنیکل گنالیس تحتمدل که  نیبشیپ نترلک يهاطرح

شود. با افزایش محدود تابع لیاپانوف در لحظات کلیدزنی داده می، اجازه هستند

ها و محدودیت اکیدا فرض پایدارپذیر بودن همه زیرسیستماین حال، هنوز 

 ن،یهمچن .]22، 20، 19[ وجود دارد هانزولی بودن تابع لیاپانوف در زیرسیستم

  ∞Hعملکرد  کاهش اثرات اغتشاشات یا تضمین مانند یاز الزامات عمل یبرخ

 نیدر ا مشکلات ذکر شده،با توجه به گنجانده نشده است.  یطراح ندیدر فرآ

- در نظر گرفته می غیرخطی لیپشیتز کلیدزنی هايسیستمکلاسی از مطالعه، 

 قطعیت چندوجهیو عدم اغتشاشهاي که در دینامیک آنها، ورودي که  شود

 پذیر است.ناپایدار ي آنهاو حداقل یکی از زیرسیستماند در نظر گرفته شده

براي  نقطه تعادل مشترك در مبدأ هستند.  يها داراستمیرسیهمه زهمچنین، 

پسخور حالت  کنترلیک طراحی همزمان هاي کلیدزنی، این کلاس از سیستم

- میتوسعه داده  زمان اقامت ماندگار کلیدزنی گنالیمدل و س نیبشیپ بر پایه

سیستم حلقه بسته داراي پایداري  ورودي،وجود محدودیت اشباع با شود که 

براي کاهش اثر اغتشاشات  ∞Hعملکرد همچنین  ،مجانبی یکنواخت محلی باشد

ها و توابع هزینه درجه دوم در نظر گرفته شده براي زیرسیستمگردیده  تضمین

- یخلاصه م ریمقاله به شرح ز یاصل هاينوآوريبر این اساس،  حداقل گردد.

  د:نشو

بین مدل و سیگنال کلیدزنی یک طرح همزمان کنترل پیش ،مقالهدر این  •

زمان اقامت ماندگار براي تضمین پایداري مجانبی یکنواخت محلی کلاسی از 

اي که بر خلاف به گونه ،یابدهاي کلیدزنی غیرخطی لیپشیتز توسعه میسیستم

ا و هپایدارپذیر بودن همه زیرسیستم ]، فرض22-17، 6، 5کارهاي پیشین [

ها همه زیرسیستم در انرژي تغییرات بودن اکیدا نزولی محافظاکارانه محدودیت

. همچنین، با به کارگیري ساختار زمان اقامت ماندگار، شده استحذف 

ساختار زمان اقامت میانگین مورد استفاده در  مربوط به محدودیت زمان اقامت

کننده در کنترلدن یابد و مقاوم بوکاهش می] 22، 20، 19کارهاي پیشین [

  شود.اثبات میهاي کلیدزنی برابر کلاس بزرگتري از سیگنال

بین نامحدود علاوه بر تعریف یک تابع هزینه با افق پیش ،پیشنهادي در طرح •

، 6، 5[ هاي پایدارپذیر که از کارهاي پیشین الهام گرفته استدر زیرسیستم

هاي براي زیرسیستم محدودبین پیشیک تابع هزینه با افق ، ]22-17

سازي هزینه و انرژي نیز در این شود تا بهینهپایدارناپذیر نیز تعریف می

  ها انجام شود. زیرسیستم

 مسألهدر  براي کاهش تعداد قیود برخطچارچوب  کی ،يشنهادیطرح پدر  •

ه کمک شود. بسازي بر اساس زیرسیستم فعال و لحظه کلیدزنی ارائه میبهینه

 يهاروش در مقایسه با جهت حل مسأله يریپذامکانمشکلات ، این چارچوب

  یابد.کاهش می مشابه

سیستم کلیدزنی غیرخطی لیپشیتز مطالعه  در کارهاي پیشین که روي •

اغتشاش نادیده گرفته شده است. هاي ورودي]، 21، 18، 17، 6[ گردیده است

 ∞Hعملکرد و  اضافهاغتشاش به دینامیک سیستم ورودي در طرح پیشنهادي، 

  . گرددیم نیتضم يورود يهاتیمحدوددر حضور 

 نیمقاله و همچن یاصل مسأله، 2. در بخش باشدساختار مقاله به شکل زیر می  

 طرح  ،3در بخش  .دنشویشرح داده م ازیمورد ن یاضیمفروضات و مقدمات ر

 ستمیس کی يرو يشنهادیعملکرد طرح پ ،4بخش در . شودیارائه م پیشنهادي

- یم بیانمقاله  بنديجمع ،5در بخش  ت،ی. در نهاشودداده مینشان  ییایمیش

 .گردد

  

  فهرست اصطلاحات -1جدول 

 هاها و مجموعهنمایه

i هانمایه زیرسیستم 

M هامجموعه زیرسیستم 

sM  هاي پایدارپذیرزیرسیستممجموعه 

usM هاي پایدارناپذیرمجموعه زیرسیستم 

n قطعیت چندوجهیهاي عدمنمایه رأس 

  هاپارامترها و ثابت

Tl دوره ماندگاري  

swr  فرکانس کلیدزنی در بخشT  

l زمان اقامت ماندگار  

min
l  

هاي پایدارپذیر در بخش حداقل زمان اجراي زیرسیستم

T  
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  مقدمات ریاضی -2

 :دیریدر نظر بگ ریزمان گسسته را به صورت ز یرخطیغ یدزنیکل ستمیس

)1(   ( ) ( )

( ) ( )

( 1) ( ) ( )

( ( ), ( )) ( )
k k

k k
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k k k

  

 
 

  

χ A χ B u

n χ u W
  

)2(  
1 ( )

2 ( )

( )
( )

( )

k

k

k
k

k





 
  
 
 

R χ
ο

R u
 

)که  ) x
nk Rχ ،( ) u

nk Ru ،( ) z
nk Rο و( )

n
k R   به ترتیب

شده و اغتشاشات هاي سیستم، ورودي کنترل، خروجی کنترلمعرف حالت

)هستند. سیگنال کلیدزنی به صورت  ) :[0 ) {1,2,..., }k M m     نشان

)هاي ماتریس  .شودداده می )kA ،( )kB ،1 ( )kR ،2 ( )kR  و( )kW 

)و هاي حقیقی فضاي حالت با ابعاد مناسب هستند نمایانگر ماتریس )kn 

 غیرخطی است. عبارتنمایانگر 

)ی رخطیغ عبارت: 1فرض  )kn کند:یرا برآورده م ریز ناتساوي  

  

)3(  
( ) ( )

( ) ( )

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

( ) ( )

( ) ( )

T
k k

T
T

k k

k k k k

k k

k k

 

 
   

    
   

n χ u n χ u

χ χ
N N

u u

  

)که  )kN .معرف ماتریس لیپشیتز است  

  وجهی) به صورت چند 1مدل در ( تیقطعاست که عدم نی: فرض بر ا2رض ف

)هاي ماتریس جه،ید. در نتنشویم انیب )kA  و( )kB  دست به ریز شکلبه

  :]17[ شوندآورده می

)4(  ( ) ( ), ( ) ( ),
1 1 1

, , 1
N N N

k n k n k n k n n
n n n

c c c   
  

    A A B B  

)که  ),k nA  و( ),k nB هاي ناحیه ماتریسی محدب هستند.سرأ  

  :3فرض 

نقطه تعادل مشترك در مبدأ  يها داراستمیرسی)، همه ز1(معادله الف) در 

  وجود دارد. ریدارپذیپا ستمیسریز کیحداقل  ن،یهستند. همچن

  شود:یمحدود م ریاغتشاش به صورت ز ي) انرژب

)5(  
2

2
max

0

( ) ( ) ( )T
L

k

k k k




      

  .دنشویآورده م ریبه صورت ز ازیمورد ن فیها و تعارکننده، لمتوسعه کنترل يبرا

برقرار  ریز ناتساوي،  و ثابت مثبت Yو  X حقیقی يهاسیماتر ي: برا2لم 

  :]23[ است

)6(  1T T T Tr r   X Y Y X X X Y Y  

 میتقس پنجره يبه تعداد یزمان بازه، زمان اقامت ماندگار: در ساختار 1 فیتعر

- می لیتشک  T قسمتو   قسمتاز دو قسمت شامل  پنجرهشود که هر یم

فعال  l از شتریخاص با زمان اجرا ب ستمیس ریز کی ،در قسمت شود.

در زمان و فرکانس  بیبه ترت کلیدزنی يادیتعداد ز ،Tlشود و در قسمت یم

و دوره  يزمان ماندگاربه ترتیب  Tlو  l .دهدیرخ م swr و Tlکمتر از 

 p دلخواه پنجرهاز یک  Tدر قسمت  کلیدزنیتعداد  .شوندنامیده می يماندگار

  :]9[ شودیمحدود م ریز ناتساويبا 

)7(  11( , )
p ps s T swN k k l r

   

1psکه 
k   و

1ps
k


در  Tقسمت  در لحظه کلیدزنی و آخرین اولینبه ترتیب  

است که کل زمان  نیدر ساختار زمان اقامت ماندگار فرض بر ا هستند.  pپنجره 

 به ترتیب پنجرههر  Tدر قسمت  و پایدارناپذیر ریدارپذیپا يهاستمیرسیز ياجرا

minl نییحد پا يدارا  ي حد بالا وmaxl  هستند.  

x: نقطه تعادل2 فیتعر ی دزنیکل گنالیتحت س )1( یدزنیکل ستمیسدر  0

( )k با ( ) 0k u و ( ) 0k   اگر  ،است داریپا یمجانب کنواختیبه طور

که  يوجود داشته باشد به طور cثابت مثبت  کیو   کلاس از توابع کی

  :]20[ را ارضا کند ریز ناتساوي ستمیپاسخ س

)8(  0 0 0( ) ( ( ) ) , ( ) ,

( ) 0

k k k k k c

k as k

   

 

χ χ χ

χ
  

) ) با2(-)1( یدزنیکل ستمی، سL ثابت مثبت کی ي: برا3 فیتعر ) 0k u 

x اگر نقطه تعادل ،است 2Lبا بهره  کنواختی یمجانب داریپا تحت  0

( ) 0k  ناتساويباشد و  کنواختی یمجانب داریپا 

2 2

2 22( ) ( )
L L

k kο    0تحت( )k χ )و 0 )k  0 20[ باشد برقرار[.  

مدل شامل  نیبشیپ حطرپردازیم. بین میدر ادامه به ارائه طرح کنترل پیش  

بر اساس  نهیتابع هزگام، که در هر  است گام به گام يسازنهیمسئله به کی

گردد کهفرض میرسد. یشده به حداقل م نیبشیپ يهاها و حالتيرودو

( | )k L ku ،( | )k L kχ  و( | )k L k  ینیبشیپ يورود بیبه ترت 

د. نشده باش ینیبشیپ کلیدزنی گنالیشده و س ینیبشیشده، حالات پ

  .شودفرض میثابت  ،نیبشیدر افق پ کلیدزنی گنالیس مقدار ن،یهمچن

براي  نامحدود نیبشیپ با افق نهیتابع هزیک ، کنندهجهت طراحی کنترل  

 يبرابین محدود پیش یک تابع هزینه با افق و ریدارپذیپا يهاستمیرسیز

  :شودیدر نظر گرفته م ریبه شرح ز ریدارناپذیپا يهاستمیرسیز

)9(  
22

, , , ,
0 0

( | ) ( | )
i i

s i k s i k
L L

J k L k k L k
 

 

    Q S
χ u  

max
l 

 هاي پایدارناپذیر درحداکثر زمان اجراي زیرسیستم

 Tبخش 

sT برداريزمان نمونه 

 کننده افزایش انرژي در لحظات کلیدزنیضریب محدود 

sr هاي پایدارپذیرنرخ تغییرات انرژي در زیرسیستم 

usr هاي پایدارناپذیرنرخ تغییرات انرژي در زیرسیستم 

,maxeu هاي وروديکران بالاي مولفه 

max کران بالاي انرژي اغتشاش 

 سطح حذف اغتشاش 

Ve e-امین بردار پایه کانونیکالunR 

,i nr هاي غیرخطیگیري ترمپارامترهاي تصمیم 

pl هاي پایدارناپذیربین در زیرسیستمطول افق پیش 

N  حداکثر تعداد کلیدزنی در بخشT 

 سیگنال کلیدزنی 

nc قطعیت چندوجهیعدمهاي ضریب رأس 

v تابع لیاپانوف چندگانه 

J تابع هزینه 

 متغیرها

P  ماتریس تابع لیاپانوف 

F بهره کنترل 

  حداکثر مقدار ویژه ماتریسP  

 کران بالاي تابع هزینه 

, ,,H L Y سازيمتغیرهاي مسئله بهینه 



 108شماره پیاپی                                                                                   1403تابستان ، 2، شماره 54مجله مهندسی برق دانشگاه تبریز، جلد  / 165

 

)10(  
22

, , , ,
0 0

( | ) ( | )
i i

l l

us i k us i k
L L

J k L k k L k
 

    Q S
χ u  

1که در آن  1
T

i i iQ R R  2و 2
T

i i iS R R معین مثبت يهاسیماتر 

مربوط به  حالت پسخورکنترل  نیاست. قوان نیبشیافق پ Lو  دهستن

  است: ریبه شرح ز ریدارناپذیو پا ریدارپذیپا يهاستمیرسیز

)11(  , , , ,( | ) ( | ), 0,1,...,s i k s i kk L k k L k L    u F χ  

)12(  , , , ,( | ) ( | ), 0,1,...,us i k us i kk L k k L k L l   u F χ  

, که در آن ,s i kF  و, ,us i kF مؤلفه . هستند پسخورکنترل  هايبهرهe-بردار  ام

  :دباشمی یرز يهایتمحدود داراي) 12(-)11شده در ( یفتعر يورود

)13(  ,max, , ( | ) , 1,2,...,e
e us i k k L k u e n  u  

)14(  ,max, , ( | ) , 1,2,...,e
e uus i k k L k u e n  u  

   است. يبردار ورود ام-e مؤلفه  يکران بالا maxeu,که در آن 

 بینیشافق پیدارناپذیر، پا هايیرسیستمزبه دلیل محدود بودن زمان : 1 تذکر

  داریم: ین،بنابرا شود،یمحدود در نظر گرفته م یدارناپذیرپا هايیرسیستمدر ز

)15(  
max

p
s

T
l l

T



   

  

  و سیگنال کلیدزنی بین مدلپیش کنندهکنترل طراحی همزمان -3

مطابق با کننده و سیگنال کلیدزنی طراحی همزمان کنترل ،بخش یندر ا  

  شوند:قضایاي زیر توسعه داده می

و قیود ورودي  3تا  1) را تحت فرضیات 2(-)1سیستم کلیدزنی (. 1 هیقض

گیري میتصمي پارامترها) در نظر بگیرید. همچنین فرض کنید که 14( -)13(

1 0sr  ،0usr ، 1 ، iN ،, 0i nr  ،0  ،max وl  و 

Tl،swr،minlزمان اقامت ماندگار ساختار يپارامترها  و maxl  شده  انتخاب

, يهاسیاگر ماترحال باشند.  , 0s i k P، , , 0us i k P،, ,s i kF و, ,us i kF 

,ي و اسکالرها 0i k  و , , 0us i k  که وجود داشته باشند اي به گونه

  :برآورده سازندرا سازي زیر بهینهمسائل 

  هاي پایدارپذیر:زیرسیستمدر مورد 
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  هاي پایدارناپذیر:زیرسیستمدر مورد 
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)25(  , , , , 0us i k us i k  I P  
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,، هاسیمتقارن در ماتر يهارف عبارتکه در آن * مع ,s i kو, ,us i k به

,( پذیرداریپا يهاستمیسریدر ز نهیتابع هز يبالا برا يهاکران بیترت ,s i kJ و (

,( ناپذیرداریپا يهاستمیسریدر ز نهیتابع هز ,us i kJ( ،sr  وusr  به ترتیب

هاي پایدارناپذیر، پذیر و زیرسیستمداریپا يهاستمیسریزنرخ تغییرات انرژي در 

  وضریب محدود کننده افزایش انرژي در لحظات کلیدزنی 

)28(  , , , ,, , , i n i n s i ks i n k  A B FA  
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F F
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,حالت  پسخورکنترل  نیقوان ي، براآنگاه , , ,( | ) ( | )s i k s i kk k k ku F χ و 

, , , ,( | ) ( | )us i k us i kk k k ku F χ  زمان اقامت  یدزنیکل گنالیهر س و

  :که شرط زیر را برآورده نمایدماندگار 

)32(  

*

min max( 1) ln ln(1 ) ln(1 ) 1
max{ , }

ln(1 )

 

  

 

    

 
T sw s us

s sw

l l

l r l r l r
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 يورود يهاتی) با توجه به محدود2(-)1حلقه بسته در ( یدزنیکل ستمیس

و  پایداري مجانبی یکنواخت محلی يدارا 4-1 اتی) و تحت فرض14(-)13(

  خواهد بود: ) 33اغتشاش ( فیبا سطح تضع H عملکرد

)33(  
2

1
s

L
r  








  

maxکه 
1 1
( )

1
T sw
l r lus
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r
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max
1

1
(1 )( )

1
  



 
 



T sw

T T

l r l

l l l lus
s

s

r
r

r
.  

 را ببینید. 1اثبات. پیوست 

به عنوان  دی) با27(-)22) و (21(-)16محدب در ( ریغ يسازنهیبه لهأمس

 هیقض نی. بنابراشود بنديجمع ماتریسی خطی ناتساوي يسازنهیبه ألهمس کی

  شود.یارائه م ریز

و قیود ورودي و  3تا  1) را تحت فرضیات 2(-)1سیستم کلیدزنی (: 2قضیه 

- میتصمي پارامترها همچنین فرض کنید که) در نظر بگیرید. 14( -)13حالت (

1گیري  0sr  ، 0usr ، 1 ، iN ،, 0i nr  ،0  ،max وl  و

Tl، swr،minlزمان اقامت ماندگار  ساختار يپارامترها  و maxl   انتخاب

, يهاسیاگر ماترحال  شده باشند. , 0s i k H ،, , 0us i k H ،, ,s i kL ،

, ,us i kL ،, ,s i kY  و , ,us i kY  ي اسکالرهاو, , 0s i k  و , , 0us i k   به

  را ارضا کنند:سازي زیر بهینه ائلکه مسوجود داشته باشند اي گونه

 هاي پایدارپذیر:زیرسیستم
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 هاي پایدارناپذیر:زیرسیستم
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1کنترل  هايبهره ي، براآنگاه
, , , ,s i k s i k

L Y 1 و
, , , ,us i k us i k

L Y  و هر

حلقه  یدزنیکل ستمیس)، 32( زمان اقامت ماندگار ارضا کننده یدزنیکل گنالیس

 اتی) و تحت فرض14(-)13( يورود يهاتی) با توجه به محدود2(-)1بسته در (

 فیبا سطح تضع H عملکرد پایداري مجانبی یکنواخت محلی و يدارا 3تا  1

  ) است.33اغتشاش (

 را ببینید. 2اثبات. پیوست 

هاي کلیدزنی سیستم : پارامترهاي سیگنال کلیدزنی بر اساس ویژگی2تذکر 

سازي ارائه ه بهینهألبر اساس مس iNر بهینه مقدا د.نشوفیزیکی انتخاب می

i,مقدار بهینه  شود.محاسبه می ]5[شده در  nr سازي رابطه بر اساس بهینه

 شود.محاسبه می )51بر اساس رابطه ( plمقدار شود.محاسبه می )14-1(پ

در مسائل   و  sr، usr، بعضی پارامترهاي سیگنال کلیدزنی شامل 

-بهینه حل مسألهشوند. اگر ) استفاده می45(-)40) و (39(-)34سازي (بهینه

- سازي غیرممکن باشد، باید مقدار این پارامترها افزایش یابد تا ناحیه امکان

شود که افزایش یابد. البته افزایش مقدار این پارامترها باعث می نیز پذیري

  هاي کلیدزنی با نرخ کلیدزنی کمتر مقاوم باشد.کننده در برابر سیگنالکننرل

کند که سیستم حلقه بسته داراي پایداري مجانبی تضمین می 1 قضیه: 3تذکر

اي انتخاب شوند که هم حال شرایط اولیه باید به گونه یکنواخت محلی است.

پذیري باشند. نامساوي لیپشیتر داخل ناحیه پایداري و هم داخل ناحیه امکان

کننده ناحیه پایداري است و شرایط اولیه باید این نامساوي تعیین) 3(در رابطه 

ود. را برآورده کنند. در غیر اینصورت، سیستم حلقه بسته ممکن است ناپایدار ش

پذیر کنند. ) را امکان21(-)16سازي (له بهینههمچنین، شرایط اولیه باید مسأ

 مراجعه شود. ]5[پذیري به مرجع چگونگی تعیین ناحیه امکانبراي 

)، 33با توجه به رابطه (آنگاه  ابد،یکاهش  اگر  در طرح پیشنهادي،: 4تذکر 

L ولی از طرف دیگر شودبهتر میکننده عملکرد کنترلو  ابدییکاهش م 

بر اساس  دیباپارامتر  نیا ن،یشود. بنابرایکوچکتر م نیز يریپذامکان هیناح

همچنین،  انتخاب شود. يریپذامکان هیکننده و ناحعملکرد کنترل نیمصالحه ب

آنگاه با توجه به روابط  ابد،یکاهش  و  sr، usr اگر هر کدام از پارامترهاي

کننده در برابر کنترلو عملکرد  دنابییکاهش م Lو  l)، 33) و (32(

نیز  يریپذامکان هیناحولی از طرف دیگر  ابدییبهبود م عتریسر يهایدزنیکل

با نرخ  يسازگار نیب يگریمصالحه دباید  نجایدر ا ،نیشود. بنابرایوچکتر مک

  شود.برقرار  پذیريامکان هیبالاتر و ناح یدزنیکل

  دهد.طرح پیشنهادي را نشان می الگوریتم طراحی گام به گام 1شکل 

  

  سازيشبیه -4

 نیچند يکه دارا وستهیراکتور مخزن همزن پ ستمیس کیبخش،  نیدر ا  

 کی ،ییایمیشم ستیس نی. در اردیگیقرار م یاست مورد بررس ستمیرسیز

A( عیدما در فاز ماگونه هم نیچند نیب ییایمیواکنش ش B C ی) رخ م 

، غلظت B یمول انیسرعت جر میاست که با تنظ نیدهد و هدف از کنترل ا

 پویاییکند. معادلات  کیمورد نظر خود نزد ریها را تا حد امکان به مقادگونه

  :]5[شودیم انیب ریبه صورت ز ییایمیش ستمیس نیا یرخطیغ

  

)46(  

2
1 1 1 1 2 2

2 2
2 1 1 2 2 2 3 2

2
3 3 2 3

1 Da Da 0.1

Da Da Da 0.2

Da 0.1

    

     

  







x x x x

x x x x x u

x x x







  

  

iکه در آن  (i 1,2,3)x بدون بعد،  يهاغلظت معرفu  بدون  يورودمعرف

iDaشاش وتغامعرف  بعد،  (i 1,2,3) ثابت هستند. يپارامترها معرف 

. duو  1dx ،2dx ،3dxبدون بعد عبارتند از  يهاغلظت مطلوب ریمقاد

1 همچنین متغیرهاي 1 1d χ x x ،2 2 2d χ x x ،3 3 3d χ x x  و

d u u u شود لیتبد تنظیمله أمس کیله به أتا مس شوندیم فیتعر. 

 گسسته لریمرتبه اول او بی) با استفاده از تقر46( ییایمیش ستمیسهمچنین، 

sT(شود می 0.2sمطلوب  ریآن و مقاد ستمیس ریدو ز يثابت برا ي). پارامترها

 کی با وقوعاست که  نیفرض بر ا ،نینشان داده شده است. همچن 2در جدول 

  شود:یم ریز ریدارناپذیپا ستمیسریوارد ز ییایمیش ستمیمتناوب، س يخطا
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به مسائل )) 10( و)  9(روابط (تبدیل مسائل حداقل کردن توابع هزینه 
و سپس تبدیل آن به ) )  23( و)  17( روابط(بهینه سازي غیرمحدب 

)) 41( و)  35(روابط ( LMI مسائل بهینه سازي

پ(و )  1-1پ(روابط (تبدیل شرایط پایداري لیاپانوف روي افق پیش بین 
و )) 25( و)  24(،)19(،)18( روابط(به قیود پایداري غیرمحدب )) 1-5

 )) 43( و)  42(،)37(،)36(روابط ( LMI سپس تبدیل آن به قیود پایداري

به قیود مرزي پایداري )) 18-1پ(رابطه (تبدیل شرط مرزي پایداري 
 و سپس تبدیل آن به قیود مرزي پایداري)) 26( و)  20( روابط(غیرمحدب 

LMI ) 44( و)  38(روابط (( 

به قیود ورودي غیرمحدب )) 14( و)  13(روابط (تبدیل شرایط ورودي 
روابط( LMI و سپس تبدیل آن به قیود ورودي)) 27( و)  21( روابط(

  )) 45( و)  39( 

و )  25-1پ(روابط (هاي واقعی  اثبات شرایط پایداري لیاپانوف روي گام  

روابط (پایداري لیاپانوف روي افق پیش بین  بر اساس شرایط)) 27-1پ(
و آنالیز مسائل بهینه سازي در دو گام متوالی)) 5-1پ(و )  1-1پ(

محاسبه زمان اقامت ماندگار بر اساس تغییرات تابع لیاپانوف در یک بازه 

   2زمانی بدون در نظر گرفتن اغتشاش به منظور برآورده کردن تعریف 

محاسبه سطح حذف اغتشاش بر اساس تغییرات تابع لیاپانوف در یک بازه 

3زمانی با در نظر گرفتن اغتشاش به منظور برآورده کردن تعریف       

 
  الگوریتم طراحی گام به گام طرح پیشنهادي -1شکل 

  

)47(  

s

s s

s
2

s 2 s
2

s 2 s

2 ss 2

1 0 / 7T 0 0 0

(k 1) 3T 1 0 (k) T u(k)

0 0 1 T 0

0 /1T x (k) 0 /1T

0 / 3T x (k) 0 / 2T (k)

0 /1T0 / T x (k)





   
   

     
     

 
  
       
    

 

χ

  

   

*، 2مطابق جدول  يسازیهشب يپارامترها یرانتخاب مقادبا  0 / 36 l s به-

 زیرسیستم که دهداین اجازه را میشده یطراح یدزنیکل یگنال. سیدآیدست م

ي حداکثرزمان  به مدت هر پنجره T) در قسمت 3 یستمسیر(ز یدارناپذیرپا

maxl 2 / 3s به مدت 2و  1 هايیستمسیر(ز یدارپذیرپا هايیستمسیرو ز (

min یقلاحدزمان  0 / 7l s   یدزنیکل یگنالاز س يانمونه 2فعال باشند. شکل 

   دهد.یبا مشخصات ذکر شده را نشان م

  

  سازيپارامترهاي شبیه -2جدول 

  مقدار  پارامتر

پارامترهاي 

  سیگنال کلیدزنی

2
s us

T sw min max

r 0 / 2, r 0 / 05, 1 / 03, 0 / 5,

l 3s, r 1Hz, l 0 / 7s, l 2 / 3s

 

 

    

   
  

- هاي عدمراس

  قطعیت 
i,n i iA A 0 /1A (i 1,2,3, n 1,2)    

پارامترهاي 

  مطلوب
T

d dx [0 / 3467 0 / 8796 0 / 8796] , u 1  

1  مترهاي ثابت اپار 2 3

1 2 3

Sub system1: Da 3, Da 0.5, Da 1

Sub system 2 : Da 5, Da 1, Da 2

   

   
 

و با فرض  2نشان داده شده در جدول  يحال با استفاده از پارامترها   

0.3k(k) cos(k)e ،  مقدارL 1/ 86  با توجه به آید. در ادامهدست میبه 

 در هر مرحله سازيبهینه لهأ، مس2شده در شکل نشان داده  یدزنیکل یگنالس

 يورود 3شکل . آیددست میبه یشود و بهره کنترلیبه صورت برخط حل م

 يورود یتدهد که محدودیرا نشان م یمیاییش یستمکنترل اعمال شده به س

u( کندیم ارضارا  4( .  یرسیستموف را در زیاپانتابع ل ییراتروند تغ 4شکل -

تابع  ییرات، تغ4 شکل دهد. با توجه بهینشان م یدارناپذیرو پا یدارپذیرپا يها

 یکاهش یدارپذیرپا یرسیستمو در ز یشیافزا یدارناپذیرپا یرسیستمدر ز یاپانوفل

 یطراح ین،. بنابرابودخواهد  یکاهشبه شکل روند  یحال، به طور کل یناست. با ا

 یمجانب یداريمدل، پا بینیشکننده پو کنترل یدزنیکل یگنالهمزمان س

  .کندیم ینحلقه بسته را تضم یستمس محلی یکنواخت

  

  
  سیگنال کلیدزنی نمونه -2شکل 

  
  ورودي سیستم شیمیایی -3شکل 

  
 لیاپانوف در سیستم شیمیاییتغییرات تابع  -4شکل 

  

 طرحو  يشنهادیپ طرح يسازهیشب از حاصل ییایمیش ستمیس يهاحالت  

، 5با توجه به شکل  .است شده داده نشان 5شکل ] در 21[ مرجعموجود در 

 بیترت به که را ستمیس يهاحالت ییواگراو  ییهمگرابه خوبی  يشنهادیپ طرح

هاي زیرسیستمو  ) 2و   1 يهاستمیس ری(ز ریدارپذیپا يهاستمیرسیاز ز یناش

را با  هاحالت نیا تاًینهاو  کندیم تیریمد هستند )3 ستمیس ری(ز ریدارناپذیپا

موجود  طرح گر،یطرف د از. کندیعملکرد مناسب به سمت صفر همگرا م کی

S
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 تیمحدود يدارا و است کرده استفاده یدزنیکل اپانوفیتابع ل از] 21مرجع [ در

 از). 4(بر خلاف شکل  است ستمیس يانرژ يبودن رو ینزول دایمحافظاکارانه اک

 ن،یبنابرا. اندشده گرفته دهیناد ریدارناپذیپا يهاستمیرسیز ،طرح نیا در رو، نیا

 ستمیرسیز اساس بر یکنترل يبهره ر،یدارناپذیپا ستمیرسیز کی به شدن وارد با

نامطلوب  کنندهکنترل عملکرد است ممکن ای جه،ینت در .شودیم محاسبه یقبل

 عملکرد افت 5 شکلفاقد جواب گردد.  يسازنهیبه مسئله است ممکن ای و شود

شود که واگرایی استنباط می 5همچنین، از شکل . دهدیم نشان یخوب به را

- سازي از ناحیه امکانها ممکن است باعث خارج شدن مسئله بهینهسریع حالت

 جینتا 3جدول  ن،یهمچنپذیري شود و در نتیجه، مسأله فاقد جواب گردد. 

 طبق. دهدینشان م] را 21[ مرجعموجود در  طرحبا  يشنهادیطرح پ سهیمقا

کمتر  حالت يمربعات خطا نیانگیمجذور م يدارا يشنهادیجدول، طرح پ نیا

  است.  شتریب ییو سرعت همگرا

دهد. با توجه به اینکه تابع نه را نشان میتغییرات حد بالاي تابع هزی 6شکل   

شود، حد بالاي تابع هزینه در لیاپانوف نهایتاً به سمت صفر همگرا می

2) به سمت 4-1رابطه (پ طبقهاي پایدارپذیر زیرسیستم
max 2    و حد

) به 11-1رابطه (پ طبقهاي پایدارناپذیر بالاي تابع هزینه براي زیرسیستم

2سمت 
max(1 ) 5.84  pl

usr تاثیر 7شکل شوند. همگرا می   را روي

باعث بهبود  دهد. با توجه به این شکل، کاهش کننده نشان میعملکرد کنترل

  شود.هاي سیستم میدقت و سرعت همگرایی حالت

 

 
   ]21[ مرجعبا  يشنهادیطرح پ سهیمقا -5 شکل

  
  تغییرات حد بالاي توابع هزینه  -6شکل 

  

    ]21[ مرجعبا  يشنهادیطرح پ سهیمقا جینتا -3 جدول

  روش

 نیانگیم مجذور

 يخطا مربعات

  هاحالت

 حالتها ییهمگرا زمان

  )هی(ثان

)ix 0.02, i 1, 2,3 (  

  2/3  22/0  يشنهادیپ طرح

 2/4 10/0    ]21[ مرجع

 
  کنندهروي عملکرد کنترل تاثیر  -7 شکل

    

  گیري نتیجه -5

زمان  یدزنیکل گنالیس مدل و نیبشیهمزمان کنترل پ طراحی مقاله،  نیدر ا  

از زمان گسسته  یرخطیغ یدزنیکل يهاستمیاز س یکلاس ياقامت ماندگار برا

با  ،يشنهادی. در طرح پگرفتقرار  یبررس موردطریق تابع لیاپانوف چندگانه 

پایداري مجانبی یکنواخت محلی ، هاستمیرسیز یتمام پذیريداریفرض پاحذف 

 کارانهمحافظه يهاجنبهو  تضمین گردیددر برابر اغتشاشات  ∞H دعملکرو 

 ت،ی. در نهایافتمدل کاهش  نیبشیپرویکردهاي  ریسا طراحی در مقایسه با

   گرفت.قرار  یابیمورد ارزروي یک سیستم شیمیایی  يشنهادیعملکرد طرح پ

  

  1پیوست 

  شود:یانجام م ریمراحل ز مطابقاثبات 

کنترل و به  يبودن ورود نهیبه این قیود ):23) و (17( نهیتابع هز يدهایق -

براي این منظور، د. نکنیم نی) را تضم10) و (9( نهیحداقل رساندن توابع هز

به صورت  i ریدارپذیپا ستمیسریدر ز نیبشیدر افق پ اپانوفیل يداریپا طشر

  :شودگرفته میدر نظر  ریز

   )1-1(پ
, , , , , ,

2

( 1| ) ( | ) ( | )

( | ) ( | ) ( | ) ( | )

s i k s i k s s i k
T T

v k L k v k L k r v k L k

k L k k L k k L k k L k

     

       ο ο
  

  که:

,  )2-1(پ , , ,( | ) ( | ) ( | )T
s i k s i kv k L k k L k k L k   χ P χ  

0Lاز  )1-1(پبا جمع کردن دو طرف رابطه    تاL  داشت:، خواهیم  

  )3-1(پ

, , , ,
0

, ,
0 0

2

0

[ ( 1| ) ( | )]

( | ) ( | ) ( | )

( | ) ( | )

s i k s i k
L

T
s s i k
L L

T

L

v k L k v k L k

r v k L k k L k k L k

k L k k L k




 

 




   

    

  



 

  

ο ο  

0srبا توجه به   ،, , 0s i kv  ) توان به )، ناتساوي زیر را می9) و (5و روابط

  دست آورد:

2  )4-1(پ
, , , , max( | ) ( | )T

s i k s i kJ k k P k k w χ χ   

,اگر حد بالاي تابع هرینه با نماد  ,s i k :نشان داده شود، آنگاه خواهیم داشت  

  )5-1(پ

2
, , max , , , ,

11
, ,

2 22max maxmax

( | ) ( | )

( | ) ( | )0
0

0

T
s i k s i k s i k

T
s i k

k k k k

k k k k

   

    



  

    
     

        

 

 

P

P  

 )5-1(پگرفت که ناتساوي  جهیتوان نتیم] 3مکمل شور [با استفاده از لم 

در  نیبشیرا در افق پ يداریپا ط) است. حال، شر17معادل ناتساوي (

  :دیریدر نظر بگ ریبه صورت ز ریدارناپذیپا يهاستمیرسیز

  )6-1(پ
, , , , , ,

2

( 1| ) ( | ) ( | )

( | ) ( | ) ( | ) ( | )

us i k us i k us us i k
T T

v k L k v k L k r v k L k

k L k k L k k L k k L k

     

       ο ο
  

  که:
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,  )7-1(پ , , ,( | ) ( | ) ( | )T
us i k us i kv k L k k L k k L k   P   

0Lاز  )6-1(پبا جمع کردن دو طرف رابطه    تاpL l استفاده از رابطه ،

  سازي، خواهیم داشت:) و ساده10(

   )8-1(پ

, , , ,

, ,
0 0

2

0

( 1| ) ( | )

( | ) [ ( | )

( | )] ( | ) ( | )

p p

p

us i k p us i k

l l
T

us us i k
L L

l
T

L

v k l k v k k

r v k L k k L k

k L k k L k k L k

 



   

  

   

 

  

ο

ο

   

  
, , , , , ,

0

( | ) ( | )
p
l

us i k us i k us us i k
L

J v k k r v k L k


    

2   )9-1(پ

0

( | ) ( | )
p
l

T

L

k L k k L k


     

 یابد:به صورت زیر گسترش می )9-1(پ، )6-1(پبا استفاده از 

  )10-1(پ

, , , ,

, ,

1 2

2 2

2

( | ) ( (1 ) ...

(1 ) ) ( | ) ( (1 ) ...

(1 ) ) ( | ) ( | ) (

(1 ) ... (1 ) ) ( 1| )

( 1| ) ... ( 1| )

(











     

    

   

    

    



p

p

p

us i k us i k us us us us

l
us us i k us us us

l T
us us us

l T
us us us us

T
us p

p

J v k k r r r r

r v k k r r r

r r k k k k r

r r r r k k

k k r k l k

k l

 



 

 2

0

1| ) ( | ) ( | )


   
p
l

T

L

k k L k k L k 

  

 ریناتساوي ز ،)5و ( ]5ی [هندس يهاها در دنبالهبا استفاده از رابطه جمع مولفه

 :دیآیدست مبه

,  )11-1(پ , , ,
1 2

max

(1 ) ( | ) ( | )

(1 )

p

p

l T
us i k us us i k

l
us

J r k k k k



 

 

 

  

P
  

  خواهیم داشت: ،مشابه روش قبل

  )12-1(پ

1 2
, , max

, , , , 2
max

1

1
, ,

21
max

2
max

(1 ) ( | ) ( | ) (1 )

( | )

(1 )
0

( | )
0

(1 )
0

P

P



 
 

 












   

 
   

 

  
   

   
   
 
 
 

p p

p

p

l lT
us us i k us

T

us i k us i k

l
us

us i k
l

us

r k k k k r

k k

r

k k

r

  







  

) 23معادل ( )12-1(پگرفت که  جهیتوان نتیم مکمل شوربا استفاده از لم 

 است.

-)18( قیدهاي نجا،یدر ا ):25(-)24) و (19(-)18( يداریپا هايقیدهاي شرط-

 راتیینرخ تغکننده تضمیند که نشویم اي استخراجبه گونه) 25(-)24) و (19(

 يداریپا هايطبر اساس شر ریدارناپذیپا و  ریدارپذیپا يهاستمیرسیدر ز يانرژ

کاندید تابع  ریی. با توسعه تغباشند ))6-1(پو  )1-1(پ( نیبشیدر افق پ

 يهاستمیس ریحلقه بسته در ز ستمیس هايحالت ریمس امتداد) در 35( اپانوفیل

  :گردندروابط زیر استخراج می ر،یدارپذیپا

  

  )13-1(پ

, , , ,

,

, , ,

, ,

( 1| ) ( 1| )

( ( | ) ( | ))

( ( | ) ( | ))

( | ) ( | )

A n W

P A n W

P

     

    

   

  

s i k s i k
T

i k i i

s i k i k i i
T

s i k

v v k L k v k k

k L k k L k

k L k k L k

k L k k L k

 

 

 

  

  

,، اعمال ناتساوي 2به کمک لم  , , ,s i k s i k IP ) 12و در نظر گرفتن رابطه (

 شود:، رابطه زیر برقرار می1و فرض 

  )14-1(پ

, , , , , ,

, ,

, ,
,

, ,
,

, , , ,

, ,

(1 )( ( | )

( | )) (1 )( ( | )

( | )) (1 2 ) ( | )

( | ) ( | )

( | ) ( | )

A P A

W P

I
W

F

I
N N A

F

P W W P

A



   

   

 
     

 
 

   
 

  

T T
i s i k s i k s i k

T T
i i s i k

T
T

i i s i k
i k

T T T
i i s i k

i k

T T
s i k i i s i k

s i

v r k L k

k L k r k L k

k L k r k L k

k L k k L k

k L k k L k



 

 

 

 

, ,( | ) ( | ) ( | )P   T
k s i kk L k k L k k L k  

در  نیبشیدر افق پ يداریپا ط، شر)14-1(پ و )1-1(پ روابط بیبا ترک

  :ابدییتوسعه م ریبه صورت ز ریدارپذیپا يهاستمیسریز

  )15-1(پ

, , , , , ,

, , , ,

, ,

, , , ,

, , , ,

(1 )( ( | )

( | )) (1 )( ( | )

( | )) (1 2 )

( | )

( | ) ( | )

( | ) ( | )

(

T T
i s i k s i k s i k

T T
i i

s i k i i s i k
T

T T
i i

i k i k

T T
s i k s i k

T T
i i s i k s i k

r k L k

k L k r k L k

k L k r

k L k

k L k k L k

k L k k L k



 

   

  

   
    

   

  

  



 




 

 



A P A

W

P W

I I
N N

F F

A P

W W P A

, ,

1 1

, , 2 2 , ,
2

, ,

| ) ( | ) ( | )

( | ) ( | )

( | )

( | ) ( | ) ( | )

( | ) ( | ) 0

T
s i k

T T
i i

T T T
s i k i i s i k
T

T
s s i k

k L k k L k k L k

k L k k L k

k L k

k L k k L k k L k

r k L k k L k



   

  

 

   

   

 

 



  

 

P

R R

F R R F

P

  

 
  گردد:به صورت زیر به فرم ماتریسی بازنویسی می  )15-1(پرابطه 

11  )16-1(پ 12

21 22

( | ) ( | )
0

( | ) ( | )

T
k L k k L k

k L k k L k

     
         

T T
T T

 
 

  

  که:

  )17-1(پ
2

22 , ,

12 21 , , ,

(1 ) ,T
i i s i k i

T T
s i k i k i

r    

  

T W P W I

T T A P W
  

11واضح است که اگر  12

21 22
0

 
 

 

T T

T T
نیز برقرار  )17-1(پبرقرار باشد، آنگاه  

 دی)، ق5در ( یچند وجه تیقطعمحدب بودن عدم لیبه دل ن،یبنابراخواهد بود. 

  شود.یم تایید) 18(

  )6-1(پشده در  انیب ریدارناپذیپا يهاستمیرسیدر ز يداری: شرط پا4 تذکر

با استفاده از لم  ،نیشود. همچنیم دییتا زی) ن24استخراج شده و ( قبل مشابه 

,گرفت که ناتساوي  جهیتوان نتیم مکمل شور , , ,s i k s i kP I ) 19معادل (

  است.

دلخواه  شیاز افزا دیق نیا ):26) و (20(قید تابع لیاپانوف در لحظات کلیدزنی  -

در لحظه شروع  و کندیم يریجلوگ یدزنیکل يهادر لحظه اپانوفیتوابع ل

  :یابدتوسعه می ریبه صورت ز ریدارپذیپا يهاستمیرسیز

,  )18-1(پ , , 1 ,

, 1 , 1 ,

( ( )) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

T
s i k j k i k

T T
j k j k i k

v k v k k k

k k k k

 





 

 

  

   

   

P

P P P
  

) نیز استخراج 26شود. به طور مشابه، رابطه () استخراج می20بنابراین، رابطه (

  خواهد گردید.

 نهیله بهأکه مسد نکنیم نیتضم هادیق نیا ):27) و (21( يورود يدهایق-

-1(پبا جمع کردن دو طرف رابطه  شود.یبا فرض اشباع عملگرها حل م يساز

0Lاز  )1   تاL m سازي، خواهیم داشت:و ساده  

  )19-1(پ
, ,

2
, , max

, , , ,

( 1| ) ( 1| ) ( | )

( | )

( 1| ) ( 1| )

T T
s i k

s i k
T

s i k s i k

k m k k m k k k

k k

k m k k m k

 

    



     

  





P

P

χ P χ
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  )8-1(پروابط از  ریناتساوي ز ر،یدارناپذیپا يهاستمیس ریدر ز گر،یاز طرف د

  :دیآیدست مبه  )11-1(پو 

  )20-1(پ

, , , , , ,
0

2
, ,

0

, , , ,

( 1| ) ( | ) [

( | )] ( | ) ( | )

( 1| ) ( 1| )

m

us i k us i k us us i k
L

m
T

us i k
L
T

us i k us i k

v k m k v k k r v

k L k k L k k L k

k m k k m k

 







   

    

     





P

 

 

  

uام کانونیکال-eرا به عنوان بردار پایه  eVبردار 
nR )

(0,..., 1 ,..., 0)e

e th

V) 1(پ) و 13)، (11) در نظر بگیرید. با استفاده از-

 ، خواهیم داشت: )19

)             21-1(پ

2 2
, ,, ,

20.5 0.5
, , , , , ,

21

2
, , , , , , , , , ,

1 2
, , , , ,max

( | ) ( ( | ))

( ( | ))

( )

e
s i k es i k

s i k s i k s i k e

eT
s i k s i k s i k e s i k s i k

T e
s i k s i k e

k L k k L k

k L k

u

 







   

 





u F χ

F P P χ

F P V F

P F V

  

- ستمیرسی. به طور مشابه در زشودیم دیی) تا21( به کمک مکمل شور، ن،ینابراب

 .شودیم دیی) تا27( قید، )20-1(پ و )14)، (12با استفاده از ( ر،یدارناپذیپا يها

 طیشرا ن،یاز ا شیپبینی): ی (بدون پیشواقع افق زمانیدر  يداریپا طیشرا -

 نجایاثبات شده بود. در ا ینیبشیپ افق زمانیدر  )6-1(پو  )1-1(پ يداریپا

و  یدزنیکل گنالیس یطراح يبرا یواقع افق زمانیدر  طیشرا نیلازم است ا

در مراحل  نهیبه يهاکه پاسخ دیشود. فرض کن یبررس Hعملکرد  نیتضم

k  1وk+ ریدارپذیپا ستمیس ریدر ز i با  بیبه ترت, , , ,( , )s i k s i k P  و

, , 1 , , 1( , )s i k s i k  P 0نشان داده شوند. با قرار دادنm   19-1(پدر( ،

  خواهیم داشت:

  )22-1(پ
1

, , , ,

, ,

( 1| ) ( 1| )

( 1| )

χ P

χ 

  

 

T
s i k s i k

s i k

v k k k k

k k
  

  ، خواهیم داشت:)5-1(پهمچنین، با توجه به 

  )23-1(پ
1

, , , , 1
2

, , 1 max

( 1| 1) ( 1| 1)

( 1| 1)

T
s i k s i k

s i k

v k k k k

k k   






    

   

P


  

,شود که اگر ، استنتاج می)23-1(پو  )22-1(پبا توجه به  , , ,( , )s i k s i k P 

  باشد، آنگاه خواهیم داشت: k+1سازي در مرحله له بهینهیک پاسخ مسأ

,  )24-1(پ , , ,
2

, , max

( 1| ) ( 1| ) ( 1| )T
s i k s i k

s i k

v k k k k k k

  

   

 

χ P χ
  

,در نتیجه، , , ,( , )s i k s i k P یک پاسخ غیربهینه و, , 1 , , 1( , )s i k s i k  P 

,( است +1kسازي در مرحله یک پاسخ بهینه مسئله بهینه , 1 , ,s i k s i k  

 شود:). بنابراین، رابطه زیر استخراج می

  )25-1(پ

, , 1 , , , , 1

, ,
2

2

( 1| 1) ( 1| )

( 1 | 1) (1 ) ( | ) ( | )

( | ) ( | ) ( | ) ( ( 1))

(1 ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )





     

    

  

   

s i k s i k s i k
T

s s i k
T

i
T T

s i

v k k v k k v

k k r v k k k k

k k k k k k v k

r v k k k k k



   

    

  

  

,از سوي دیگر، اگر  , , ,( , )s i k s i k P سازي در مرحله له بهینهیک پاسخ مسأ

k+1  :نباشد، آنگاه خواهیم داشت  
  

,  )26-1(پ , , ,
2

, , max , , , ,

( 1| ) ( 1| ) ( 1| )

( )

T
s i k s i k

s i k s i k s i k

v k k k k k k

    

   

   

χ P χ
  

,بنابراین، , , ,( , )s i k s i k  P  یک پاسخ غیربهینه و, , 1 , , 1( , )s i k s i k  P 

,است ( +1kسازي در مرحله له بهینهیک پاسخ بهینه مسأ , 1 , ,s i k s i k  

شود. به طور مشابه، رابطه زیر دوباره تایید می )25-1(پ). بر این اساس، رابطه 

  شود:هاي پایدارناپذیر استخراج میبراي زیرسیستم

  )27-1(پ
2

( ( 1)) (1 ) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( )

T
i us i

T

v k r v k k k

k k

   



   

 
  

 یواقعزمانی در افق  يداریپا طیشرا )27-1(پو  )25-1(پشود که یمشاهده م

  کنند.یم دییرا تا

 فیبا تعر: Hطراحی سیگنال کلیدزنی و تضمین عملکرد  -
1

( )
ps

k n




 ،( )
ps

k m  و s s

us us

r i M
r

r i M


 


-1(پ، )18-1(پ روابط با استفاده ازو  

با   p پنجرهدر  یمتوال مرحلهدو  در اپانوفیل توابع رابطه بین، )27-1(پو  )25

)فرض  ) 0k  دیآیدست مبه ریبه صورت ز:  

  )28-1(پ

1 1 11

1 1 11 1

1 1

1 11

( )

( ) ( )

( )

( ( )) ( ( )),

( ( )) (1 )

( ( 1)) ( ( ))

(1 ) ( ( 1))

χ χ

χ

χ χ

χ



 







  

   

 

 



 

 

  

p s pp

s p sp p

p p

s pp

n s k s

k s k

s n s

k s

v k v k

v k r v

k v k

r v k

  

 ای ریدارپذیپا ستمیس ریز کیدر  اپانوفیل وابعت رابطه بین ب،یترت نیبه هم

  :دیآیم دستبه ریبه صورت ز pدر پنجره  ریدارناپذیپا

  )29-1(پ
11 1

1

1 11
( ) 1

( ( )) (1 )

( ( ))

s sp p
p

s pp

k k
n s

k s

v k r

v k


 



 





 χ

χ
  

 وابعت رابطه بین، )29-1(پ) و 7( روابط و با استفاده از 1 فیبر اساس تعر

  :دیآیدست مهب ریبه صورت ز pپنجره  یدر کل بازه زمان اپانوفیل

  )30-1(پ

1 11 1
1

1 1

1 1 11 1

1

maxmin

( , )

( ) 1

( , ) 1

1

( ( )) (1 )

( ( )) ( ( ))

(1 ) (1 )

( ( )) ( ( )) (1 )

(1 ) (1 ) ( ( ))

χ

χ χ

χ χ

χ











  


 

   









  



 

 

 

  

  

s s s sp p p p
p

s p pp

s s s s s sp p p p p p

T sw
p p

p

N k k k k
n s

k s n s

N k k k k k k

l r l
m s n s s

ll
s us m s n

v k r

v k v k

r r

v k v k r

r r v k v
1

min max( 1)ln ln(1 ) ln(1 ) ln(1 )

( ( ))

( ( ))

χ

χ





       

p

T sw s s us

p

s

l r l r l r l r

m s

k

e
v k

  

  برقرار باشد: ریناتساوي ز دیباشد، با یکاهش pدر پنجره  اپانوفیتابع ل نکهیا يبرا

  )31-1(پ

min max( 1) ln ln(1 ) ln(1 ) ln(1 )

*

min max

1

( 1) ln ln(1 ) ln(1 )

ln(1 )



 





       

 



   

    

 

T sw s s usl r l r l r l r

T sw s us

s

e

l l

l r l r l r

r

  

به صورت  اپانوفیتابع ل رییشده باشد، تغ لیپنجره تشک pاز  یحال، اگر بازه زمان

  خواهد بود: ریز

  )32-1(پ
1 11

( )( ( )) ( ( ))
p s

p
n s k sv k v k


χ χ  

با فرض 
1 0sk k  و

1 2
[ , )

p ps sk k k
 

  18-1(پو با استفاده از روابط( ،

  خواهیم داشت:،  )27-1(پو  )25-1(پ

  )33-1(پ

max
0

max

1
( ) ( ) 0

11
1 2 0

3 0

( ( )) (1 ) ( ( ))

( ) ( (1 ) ( ( ) ))

( ) ( ( ) ))

T sw

T sw

l r l p
k us k

l r l p
us

v k r v k

k r k

k k

  

   











 

  

 

χ χ

χ χ

χ χ

  

2که 
1 min ( )( ) ( )k k  P χ  و

0

2
2 max ( ) 0( ) ( )k k  P χ .

در ادامه با تعریف  .بود خواهد برقرار 2 فیتعر ن،یبنابرا
2( ) ( ) ( ) ( ) ( )T Tk k k k k       شود که اثبات می، و مشابه روند قبل
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بین بازه  اپانوفیل رابطه توابع
1 0sk k  و

1 2
[ , )
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از طرف دیگر،  شود.یم دیی) تأ33( اغتشاش حذف سطح با 3 فیتعر ن،یبنابرا  
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, ین،. بنابراداشته باشد ,s i kY ] با توسعه 6رتبه کامل است .[
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