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Short Abstract 

In this paper, an extension for Data-Driven Model Predictive Control (DD-MPC) for Linear Parameter Varying systems (LPV) is presented. Model-

based controllers are highly dependent to model precision. On the other hand, data-driven methods replace the model using some tricks. Throughout 

this paper, direct data-driven approaches, which have gained considerable attentions in recent years, is used in designing different parts of the controller 

including future predictions. In addition, the stability and recursive feasibility guarantees are presented as the first novelty of this research with respect 

to a prior platform for data driven approach. Furthermore, by developing the base platform for direct DD-MPC for LPV systems, a new developed form 

with the goal of robustness against measurement noise is defined as the next novelty of this paper. In order to check performance of the proposed 

method, simulations on DC motor is applied. Simulation results show effectiveness of the proposed approach as compared with similar approaches 

reported in the literature. 
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1- Short Introduction  

The model-based approaches to design Model Predictive Control (MPC) need a precise model for calculating the future system trajectories. On the 

other hand, designing an MPC using the data-driven algorithms, bypass the use of a model or identification process by replacing the system dynamics 

with the sampled data from the system under control. The Hankel matrix defined in the Data-Driven Model Pridictive Control (DD-MPC) methods, 
acts as a model for the control process. This method uses a direct data-driven approach to calculate control signal and has various research results for 

Linear Time Invariant (LTI) systems showing the effectiveness and required closed loop guarantees. Despite huge number of works for LTI systems, 

designing DD-MPC for nonlinear or LPV systems is challenging due to lack of mathematical substructures and very few works are presented in this 
aspect. Moreover, the presented works for the LPV systems, which tackle this problem, has not provides guarantees of the method. 

 
2- Proposed Work and Methodology  

The first step to extend the DD-MPC approach for a wider class of systems is to apply appropriate mathematical structures for intended system model. 

In this paper, a framework, which extends “Willem’s Theorem” from LTI to LPV systems, is used to design an Extended Direct Data-Driven Model 

Predictive Control (EDD-MPC) for a class of polytopic LPV systems. The mentioned framework is upgraded by adding new constraints and cost 

function defined by the presented algorithm and provides robustness against measurement noise. The system dynamics are replaced with Hankel matrix, 

which is obtained by online noisy data. The constraint containing the Hankel matrix is then well-posed with some slack variables neutralizing the noise 

effects. To ensure minimizing the effects of the slack variables, it is upper-bounded using an appropriate quadratic term with small magnitude that is 

added to the cost function. Due to the lack of theoretical analysis in the past methods for the LPV systems, closed-loop stability and feasibility are 

presented by introducing multiple Lyapunov functions with respect to  the polytopic assumptions on the LPV system. Obtaining a purely data-driven 

robust controller using the MPC along with system analysis is the advantageous of the proposed method over the model-based MPC approaches as 

compared with the previous DD-MPC methods, that cover smaller class of the LPV systems with no stability analysis.  

 

3- Conclusion  

In this paper, a combination of the direct data-driven approaches and the MPC framework is used for the LPV system control in the presence of 

measurement noise. The stability and feasibility of the proposed method is proved under polytopic assumption for the LPV systems. The tracking 

problem with changing setpoint is investigated under noisy output measurements for a DC motor with unbalanced disk acting as an LPV system. The 

simulating results is compared with the DD-MPC method while noisy sampling of the system output data is performed. The simulation results indicate 

superb performance of the proposed controller against measurement noise and satisfactory tracking of the reference trajectory whilst the DD-MPC 

method fails completely to track the reference trajectory. Moreover, the proposed method can handle larger class of systems as compared with the DD-

MPC controllers that is limited to the LTI systems.  
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 چکیده 

  ،مبنا-مدلهای  کنندهکنترل.  استتوسعه داده شده    (LPV)  متغیرهای خطی پارامتربرای سیستم( EDD-MPC)  محور بین مدل دادهکننده پیشترلکن  ،در این مقاله

 رویکرد مستقیماز    ، کنند. در این مقالهمدل سیستم را جایگزین می  ، محور با ترفندهاییهای دادهطور قابل توجهی وابسته به دقت مدل هستند. در مقابل، روشبه

های اخیر توجه زیادی به آن جلب  که در سال  شوداستفاده میبینی رفتار آینده،  جمله پیشمن  ،کنندهکنترل  برای مراحل مختلف طراحی  محورهای دادهدر روش

 عنوان اولین نوآوریِبهپذیری آن  های پایداری و بازگشت، ضمانتپیشنهادی  شده از قبل برای رویکردِ، با استفاده از یک چهارچوب طراحیعلاوه بر آناست.  شده  

ارائه   با توسعه چهارچوبِ شده استاین تحقیق  برای سیستمبین مدل دادهکننده پیشمبنای روش کنترل  . در ادامه،  یافته  ، فرم توسعهLPVهای  محورِ مستقیم 

،  روش پیشنهادیبررسی عملکرد  منظور  به.  شده استعنوان نوآوری بعدی مقاله معرفی  گیری، بهکننده در مقابله با نویز اندازهجدیدی با هدف توانمندسازی کنترل

که در اخیرا   است های مشابه  روششده در مقایسه با  دهنده کارآمدی رویکرد ارائهنشان  سازی،شبیه  . نتایجشده استانجام  جریان مستقیم  موتورسازی برروی  شبیه

 . اندگزارش شدهدر مجلات  
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 مقدمه -5

کننده و  برای طراحی کنترلمتعددی    محورِرویکردهای دادهاخیر،  های  در سال

  محور،های مدلدر مقایسه با روش  ها ها ارائه شده است که اکثر آنآنالیز سیستم

هستند    متغیرها  برقراری قیود  و  پایداری  تحلیل  از جملهنظری  های  ضمانت  فاقد 

روش1] از  یکی  مدل[.  شامل  های  که  می  هایویژگیمحور  شود،  یادشده 

مدل است. در این روش، امکان درنظرگرفتن قیود روی    بینِکننده پیشکنترل

ورودیحالت و خروجیها،  تحلیلها  ارائه  و همچنین  سیستم  و    های  پایداری 

این  .  [2]  در دسترس، وجود داردو  دقیق    یهای مورد نیاز بر اساس مدلضمانت

کمک شناسایی سیستم و از روی  یا به«  1»اصلِ اول   طور عمومی از روشبه  ،مدل

 [.  3آید ]می دستها بهداده

ها در صنایع امروز، محاسبه مدل دقیق  سیستم  ترشدن با توجه به پیچیده

چالش استبا  روبرو  گذشته  به  نسبت  بیشتری  عدم  های  تخمین،  خطاهای   .

دینامیک مدل،  میقطعیت  باعث  مشابه،  موارد  و  ناشناخته  مدل  که  شود  های 

و  دستبه باشد  نادقیق  نتیجه،  آمده  کمتری  در  دقت  با  سیستم  کنترل 

از مشکلات مدلپذیرد. کنترل دادهصورت امکان گذر  بهمحور،  را  کمک  سازی 

بر    ، هاکند. این روشمیخروجی سیستم برآورده-های ورودیبرداری از دادهبهره

دست چگونگی  کنترلِاساس  سیگنال  به  زیر  محاسبه  یافتن  دسته  دو  به  شده 

 شوند:  تقسیم می

 محور غیرمستقیم  کننده دادهکنترل ✓

   .محور مستقیمکننده دادهکنترل ✓

 
1 First principle 

بسیار مشابه روش اول، که  بر شناسایی سیستم است،  در رویکرد  مبتنی  های 

های  کننده شبیه به روشدقیق از فرآیند، طراحی کنترل  یمدل  پس از محاسبه 

صورتمدل مقابلمیمحور  در  به  پذیرد.  کنترل  سیگنال  دوم،  رویکرد  طور  در 

داده از  ورودیمستقیم  محاسبه-های  روش  میخروجی  با  مقایسه  در  که  شود 

 [.  4] شودمیحذف  سیستم در آن  یا تخمین   مرحله شناسایی ،غیرمستقیم

- های ورودیدادهبا استفاده از  محور غیرمستقیم، شناسایی  در کنترل داده

،  در این روش  سازیبرای مدل  ،عنوان مثالگیرد. بهمیخروجی سیستم صورت

محور در دستور  سازی دینامیکی دادههای عصبی و یا خطیبرداری از شبکهبهره

مرحله شناسایی سیستم  محور مستقیم،  در کنترل داده  ، در مقابل[.  5کار است ]

شود. در  فرآیند توسط مبانی ریاضی جدیدی جایگزین می  مدلو    شده حذف  

اطلاعات تلویحی از مدل مورد نیاز    ،واقع، برای محاسبه مستقیم سیگنال کنترل

داده از  که  سیستماست  حرکت  مسیر  این  میدستبه  (trajectory)  های  آید. 

ها«  زیرمجموعه »نظریه رفتاری سیستمدر  کمک قضیه »ویلیام« که  به  ، اطلاعات

بر اساس این نظریه، رفتار دینامیکی سیستم .  [6]  آیدمیدستبه،  گیردقرارمی

زمان  متغیر ناخطی   میLTI)  با  را  به(  دادهتوان  ورودیکمک  از  مسیر  -های 

]خ کرد  مشخص  آن  داده7روجی  مسیر  طول  اندازه[.  به  باید  باشد  ها    تا ای 

 2دائم به اصطلاح به آن تحریک   که  ،شوداستخراج  کامل   طور به  سیستم  دینامیک

  .[8]  گویند

محور مستقیم و غیرمستقیم در  های دادهپس از توسعه چشمگیر الگوریتم

با استفاده  محور  داده  مدلِ   بینِ پیش  کنندهکنترل  طراحی دو دهه گذشته، امکان  

2 Persistently exciting 
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روش این  داردها  از  شناختهوجود  از  نمونهشده.  رویکرد  ترین  ترکیب  های 

 کرد:  توان به موارد زیر اشارهبین مدل میمحور غیرمستقیم و کنترل پیشداده

 [  9( ]DMDکننده مبتنی بر تجزیه حالت دینامیکی )کنترل ✓

 [10]( Koopmanکمک عملگر کوپمن )کننده طراحی شده بهکنترل ✓

مبتنی کنترل ✓ دینامیک  کننده  پراکنده  شناسایی  غیرخطی  بر  های 

(SINDy[ )11] . 

کنترل بهکنندهدر  سیستم  شناسایی  مرحله  یادشده،  با  های  ترتیب 

می  SINDyو    DMD  ،Koopmanهای  الگوریتم به  جایگزین  توجه  با  شود. 

شناسایی   روشسیستمتوانمندی  این  از  غیرخطی،  طراحی    ها های  در 

اما نقطه ضعف    برد.بهرهتوان  میبینِ مدل غیرخطی نیز  های پیشکنندهکنترل

محور دارای  وجود دارد که در ادبیات کنترل داده  هامهمی در این نوع از طراحی

کنترل این  است.  فراوانی  دادهبه  ،هاکنندهاهمیت  از  مستقیم  طراحی  طور  ها 

بهنمی کنترل  سیگنال  محاسبه  فرآیند  دیگر،  بیانی  به  از  شوند.  مستقیم  طور 

ای  بلکه مرحله  ،شودنمی  مورد بحث حاصل  خروجی سیستمِ-های ورودیداده

 شناسایی سیستم دارد.    مشابهتر اضافه

محور مستقیم در ادبیات  های دادهکنندهدلیل اهمیت ذاتی ساختار کنترلبه

بینِ مدل با استفاده از رویکرد  کننده پیش، طراحی کنترلاین زمینه تحقیقاتی

پیشداده )کنترل  مستقیم  دادهمحور  مورد  (DD-MPC)  مستقیم  محورِبینِ   )

منظور بدین  است.  قرارگرفته  زیادی  سیستم    ،توجه  دینامیکی  در    LTIمدل 

کننده حذف شده و اطلاعات آن توسط ترکیب خطی از  فرآیند طراحی کنترل

ورودی به-مسیرهای  ]میدستخروجی  در  کنترل12آید.    DD-MPCکننده  [، 

ارائه ضمانت بهرهبسته  حلقههای  بدون  با  نظریه رفتاری سیستمو  ها  برداری از 

های  ترکیب خطی دادهبا  کی  اطلاعات دینامی  ،شده است. در این روشطراحی

آیند طراحی حذف  سیستم از فر  مدلِ شناسایی  شده و    خروجی جایگزین-ورودی

آنمی از  پس  مساله  شود.  برای  جدیدی  چهارچوب   ،DD-MPC   [ [  13در 

استمعرفی شامل ضمانت  شده  و  حلقههای  که  پایداری  اثبات  جمله  از  بسته 

برای    محوربین دادهمساله کنترل پیش  (recursive feasibility)پذیری  بازگشت

آن.  شودمی  LTIهای  سیستم بر  لحاظ  ،علاوه  و  امکان  مساله  قیود  کردن 

 گرفته است.  مورد بررسی قرار گیری اندازه سازی در برابر نویزمقاوم

  های پژوهشهای اخیر  ، در سالDD-MPC  بعد از توسعه اولین چهارچوب

صورت جدید  کنترلی  ساختار  این  روی  است.  زیادی  تر  دقیق  تحقیقاتگرفته 

[ و  14ها ]بودن این رویکرد در مقابل عدم قطعیتمنظور بررسی میزان مقاومبه

عملکرد   مطالعه  دادهحلقههمچنین  مجموعه  با  ورودیبسته  مختلف  -های 

پس از بررسی ابعاد  روند.  میشماراز جمله این تحقیقات به  [17-15]خروجی  

  کنندهفزایش توانمندی کنترلا  منظورمساله ردیابی نیز به  به تازگی  این ساختار،

در نمونه    ، همین جهتبهمورد بررسی قرارگرفته است.  در برخی ادبیات علمی  

های جانبی بررسی  مسیرهای متغیر بدون اثبات پایداری و تحلیلتر، ردیابی  ساده

در    نیز  این روش  بستهحلقه  های[. پس از آن، عملکرد و ضمانت18شده است ]

کنترل    ویژگی.  است  قرارگرفتهارزیابی  مورد  [  19] ادبیات  در  که  دیگری 

از دینامیک سیستم با    اطلاعات ناقص   ترکیبمحور بسیار داغ است، امکان  داده

کننده  [، طراحی کنترل20در ]  ین منظورهمبهخروجی است.  -های ورودیداده

DD-MPC   سیستم بررسی شده    هایناقص از دینامیک  اتمقاوم با فرض اطلاع

ص از دینامیک  ها و اطلاعات ناقنیز مساله ترکیب داده  [22]   [ و21]است. در  

کارگرفته شده  بههای آزمایشگاهی  کننده برای رباتسیستم در طراحی کنترل

 .  است

تمام   در  مهم  قوانین  یامراجع  نکته  برقراربودن  برای  که  است  این  دشده 

درنظرگرفته شود. علت    LTIکارگرفته شده، باید سیستم مورد بحث  به  ریاضی

می تنها  ویلیام،  به  موسوم  قضیه  در  که  است  این  در  امر  مسیرهای  این  توان 

را از روی ترکیب خطی مسیرهای گذشته آن بازیابی    LTIیک سیستم    مختلفِ

های غیرخطی  برای سیستم  DD-MPCکننده  توسعه کنترل  ،همین دلیلکرد. به

غیر   خطیِ  حتی  قبلیبه  LTIو  طرفی،    صورت  از  نیست.  آنمقدور  که  از  جا 

  ، جذاب استبسیار    این حوزهمحور مستقیم در ادبیات  کننده دادهطراحی کنترل

دسته  تلاش به  رویکرد  این  توسعه  برای  جدیدی  ریاضی  مبانی  ایجاد  برای  ها 

از سیستموسیع باها  تری  قیاس  بهLTI  در  دارد.  ادامه   ،[ مثال در    ، [23عنوان 

های خطی بررسی  تری از سیستمیلیام برای دسته گستردهو   قضیهامکان توسعه  

 شده است.  

)سیستم پارامترمتغیر  خطی  دسته  LPVهای  از  مهمِسیستم(  در    های 

می کنترل  از سیستم  .باشدمهندسی  علاوهاین کلاس  قابلیت    بودن دارابر    ها، 

دسته سیستمنمایش  از  بسیاری  ای  صنعتی  مصارف  غیرخطی،  دارند  نیز  های 

پُ، میLPVهای  برای سیستم  DD-MPCکننده  کنترل  طراحی [.  24] لی  تواند 

-25]در    ،همین دلیلهای غیرخطی باشد. بهبرای توسعه این روش به سیستم

م، م[28 روی  برای    ویلیامتغییر ساختار قضیه    منظوربهناسبی  بانی  بر  اعمال 

-DDکننده  [، کنترل29شده است. علاوه بر این در ]معرفی  LPVهای  سیستم

MPC  های  برای سیستمLPV  ه از توسعه قضیه ویلیام  آمددستبر اساس نتایج به

در  اینجاست که  شده است. نکته مهم  ها برای اولین بار طراحیبرای این سیستم

ضمانتتحلیل،  DD-MPCروش   پایداری،  حلقههای  زیاد  های  موارد  و  بسته 

دست،  این  از  برای    دیگری  تحقیقات  ارائه  LTIهای  سیستمتنها  است.  شده 

ای  تواند بسیار مفید و مقدمه، میLPVهای  تکمیلی در این روش برای سیستم

 ها باشد.  سیستمسایر بر توسعه آن به 

مقاله این  کنترل  ، در  پیشطراحی  دادهکننده  برای  بینِ  مستقیم  محورِ 

کننده چهارچوب کنترل ،گیرد. در ابتدامورد ارزیابی قرار می ،LPVهای سیستم

می درنظرگرفته  ویلیام  قضیه  اساس  ابر  عدم  به  توجه  با  سپس،  رائه  شود. 

پذیری این روش در ادبیات علمی تا این لحظه،  های پایداری و بازگشتتحلیل

منظور توسعه  گیرد. پس از آن، بهاین موارد در قالب یک قضیه مورد اثبات قرارمی

ارائه چهارچوب  مشابه  که  اولیه  ]ساختار  در  مساله  29شده  فرم  است،   ]

میبهینه ارائه  جدیدی  کنترلسازی  که  نویز  شود  با  مقابله  برای  را  کننده 

 قرار زیر است:  های این مقاله بهص نوآوریطور مشخکند. بهگیری مقاوم میاندازه

کنترل ✓ توسعهطراحی  اولیه    DD-MPCیافته  کننده  چهارچوب  اساس  بر 

 [29شده در ]معرفی

 شده  از پیش تعیین پایدارسازی و ردیابی مسیر مرجعِ ✓

پایدار ✓ بازگشتاثبات  و  چهارچوب  ی   DD-MPCکننده  کنترلپذیری 

 [  29شده در ]ارائه

اندازهدر  کننده  توانمندسازی کنترل ✓ نویز  با  و ردیابی مسیر  مقابله  گیری 

 مرجع در حضور آن  

چهارچوب اولیه طراحی    ، 2  . در بخشاستزیر  صورت  ساختار این مقاله به  

  ، 3شود. در بخش  معرفی می  LPVهای  برای سیستم  DD-MPCکننده  کنترل

یافته  ساختار توسعه  ،4شود. در بخش  میارائه  بسته  حلقههای  ها و ضمانتتحلیل

  بخشگیرد. در  گیری مورد ارزیابی قرارمیسازی و مقابله با نویز اندازهمساله بهینه

،  6شود. در بخش داده میسازی نشان، کارایی روش پیشنهادی در قالب شبیه5

 خواهد شد.  ارائهبرای ادامه کار  گیری و پیشنهادات  نتیجه

 

 LPV برای سیستم DD-MPCکننده کنترل -6

اولین  ، LPV محورِ مستقیم برای سیستمبینِ دادهکننده پیشکنترل در طراحی 

خروجی به این  -های ورودیبرداری و واردکردن دادهمرحله معرفی ساختار داده

است. این    فرآیند  مورد بخشدر  ریاضی  مبانی  ساختار    ،  این  ایجاد  برای  نیاز 

 خواهد شد.  معرفی

( هنکل  بردارها)یا رشته  سیگنال  از(  Hankelماتریس  از    ( عدی بُ- m  یای 
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𝒙گسسته   = {𝒙𝑘 ∈ ℝ𝑚}𝑘=1
𝑁  به طولNآیدمیدستبهفرم زیر  ، به  : 

(1)                                           

𝑯𝐿(𝒙):= [

𝒙1 𝒙2 ⋯ 𝒙𝑁−𝐿+1

𝒙2 𝒙3 ⋯ 𝒙𝑁−𝐿+2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒙𝐿 𝒙𝐿+1 ⋯ 𝒙𝑁

] ∈ ℝ𝐿×(𝑁−𝐿)
 

بودنِ سیگنال نقش  دائمدر تعریف تحریک که است ماتریس به مرت Lکه در آن 

ها  ای برای ورود به نظریه رفتاری سیستممقدمه ،کند. این تعریفمهمی ایفا می

 . است
 

𝒙: سیگنال گسسته  1تعریف   = {𝒙𝑘 ∈ ℝ𝑚}𝑘=1
𝑁  طول  بهN    از مرتبه  دائم  تحریک

L    (، معادله1در )است اگر برای درجه ماتریس هنکل rank(𝑯𝐿(𝒙)) = 𝑚 × 𝐿  

 .[29] صادق باشد 
 

بیانطورهمان هدف که  مقاله  شد،  کنترل  ، این   DD-MPCکننده  طراحی 

خروجی سیستم  -های ورودیدادهناشناخته است. از این رو،    LPVبرای سیستم  

باشند سیستم  دینامیکی  رفتار  معرف  طریقی  از  طراحی    باید  فرآیند  در  تا 

شوندبه این  LTIهای  سیستم  برای.  کارگرفته  ویلیام  به  موضوع،  قضیه  وسیله 

نیز قرار خواهد گرفت.    LPVهای  شده است که مبنای کار برای سیستممشخص

  ، در این نظریه  شده است.  ها بنانهاده قضیه ویلیام بر اساس نظریه رفتاری سیستم

سیستم   از  جدیدی  میموردنظر  نمایش  دادهمعرفی  ادبیات  در  که  محور  شود 

   بسیار مورد استفاده قرارگرفته است.
 

خطی   : سیستم[(6]  هانظریه رفتاری سیستم)نمایش بر اساس    2تعریف  

فرم زیر قابل معرفی و تمایزدادن نسبت  گانه بهبا ضابطه سه  ،  𝛴نامتغیر با زمان 

   است: LTIی هابه سایر سیستم

(2 )                                                                        𝛴 = (𝕋,𝕎,𝔹) 

𝕋که در آن   ∈ ℝ   مساله  محور زمان  ،𝕎 ∈ ℝ𝑛+𝑢  های ورودیبردار سیگنال -

  هستند(   ترتیب ابعاد بردارهای خروجی و ورودیبه  𝑢و    𝑛  در آن  خروجی )که

𝔹و ∈ 𝕎𝕋  کند در  می  فضای رفتاری سیستم است که مشخص𝕋 ∈ ℝ    مسیر

 ند.  هایی ممکن است تغییر که چه صورتخروجی ب -های ورودیحرکت سیگنال
 

نظریه رفتاری سیستم بر اساس  ویلیام مورد  نمایش سیستم  ها در قضیه 

هر یک از مسیرهای حرکت    که  کنداستفاده قرارگرفته است. این قضیه، بیان می

توان برحسب ترکیب خطی تعداد  خروجی سیستم را می- های ورودیسیگنال

 آورد. دستمحدودی از مسیرهای دیگر آن به
 

]  قضیه)  1قضیه   سیگنال  :  [(13ویلیام  کنید  𝒖𝑘}فرض  , 𝒚𝑘}𝑘=1
𝑁𝑑    طول به 

𝑁𝑑  ِنامتغیر با زمان   شودباشد. فرض می  𝔹با رفتار    𝛴مسیری از سیستم خطیِ 

𝒖سیگنال ورودی سیستم    که = {𝒖𝑘}𝑘=1
𝑁𝑑    از درجه دائم  تحریک𝐿 + 𝑛(𝔹)    باشد

�̄�𝑘}سیگنال    ،صورتمرتبه سیستم است. در این  𝑛(𝔹)که در آن   , �̄�𝑘}𝑘=1
𝐿    به

سیستم    یمسیر  Lطول   ضریب    𝛴از  بتوان  اگر  تنها  و  اگر  بود  𝜶خواهد  ∈

ℝ𝑁𝑑−𝐿+1   چنان یافت که معادله زیر برقرار باشدرا : 

(3 )                                                             [
𝑯𝐿(𝒖)
𝑯𝐿(𝒚)

]𝜶 = [
col(�̄�)
col(�̄�)

]. 

𝒖𝑘  آن   در   که ∈ ℝ𝑢  بردار ورودی  ،�̄�𝑘 ∈ ℝ𝑢    ،بردار ورودی مسیر مورد بررسی

𝒚𝑘 ∈ ℝ𝑛   بردار خروجی و�̄�𝑘 ∈ ℝ𝑛   بردار خروجی مسیر مورد بررسی در لحظه

k    ،همچنین 𝒖هستند.  = {𝒖𝑘}𝑘=1
𝑁𝑑    و𝒚 = {𝒚𝑘}𝑘=1

𝑁𝑑  های  سیگنالترتیب  به

col(�̄�)  بردارهای  و  سیستممسیر  از    خروجی-ورودی = [�̄�1
𝑇 ⋯�̄�𝐿

𝑇]𝑇    و

col(�̄�) = [�̄�1
𝑇 ⋯�̄�𝐿

𝑇]𝑇  بردارسازی ستونی  (col(.) = column vectorization)    از

 هستند.  LTIمسیر مورد بررسی از سیستم  خروجی-های ورودیسیگنال

  [ مراجعه شود.13]: به  اثبات
 

خروجی  -های ورودی، مبانی ریاضی مورد نیاز برای جایگزینی داده1قضیه  

سازی  (، در قسمت بهینه3آورد. معادله )را فراهم می  دینامیکیسیستم با مدل  

که به    کندمیبینی ایفا، نقش دینامیک را برای بخش پیشمدل  بینکنترل پیش

 [.8گویند ]می (Data-driven dynamicمحور« )به اصطلاح »دینامیک داده آن

ویلیام   قضیه  توسعه  تغییراتی    ،LPVهای  سیستمبه  برای  مبانی    درباید 

به  یادشده  ریاضی شود.  گسسته  ایجاد  سیستم  جهت،  نمایش    LPVهمین  با 

 درنظر بگیرید:  را   زیر خروجی-ورودی

(4)                                         𝒚𝑘 + ∑

𝑖=1
𝑛𝑎

𝑎𝑖(𝒑𝑘−𝑖)𝒚𝑘−𝑖 = ∑

𝑖=1
𝑛𝑏

𝑏𝑖(𝒑𝑘−𝑖)𝒖𝑘−𝑖 

𝒖که در آن  ∈ ℝ𝑢  و 𝒚 ∈ ℝ𝑛  ( 3مشابه معادله ،)𝒑 ∈ ℝ𝜃  بندی  بردار متغیر زمان

LPV  (Scheduling variable)  ،𝑘سیستم   ∈ ℝ  لحظه فعلیگر  نمایان  ،𝑛𝑏    و𝑛𝑎 

جملات   𝑎𝑖و درجه  , 𝑏𝑖 ∈ ℝ  هستند خروجی  و  ورودی  ضرایب،  .ضرایب    این 

 شوند:  می درنظرگرفتهصورت زیر به

(5)                                                          
𝑎𝑖(𝒑𝑘−𝑖) = ∑

𝑗=1
𝑛𝑝

𝑎𝑖,𝑗[𝒑𝑘−𝑖]𝑗

𝑏𝑖(𝒑𝑘−𝑖) = ∑

𝑗=1
𝑛𝑝

𝑏𝑖,𝑗[𝒑𝑘−𝑖]𝑗

 

 بندی است.ابعاد فضای متغیر زمان 𝑛𝑝که در آن  
 

در دسترس طراح قرار    ، (4در )   : مدل دینامیکی معرفی شده از سیستم1تبصره  

ها استفاده  سازیدر شبیهخروجی  -های ورودیتولید دادهاز آن برای  ندارد و تنها  

 . شودمی
 

 دست خواهد آمد:  فرم زیر بهبه  ای، معادله(4( در )5)  با قراردادن

(6)                                           
𝒚𝑘 + ∑

𝑖=1
𝑛𝑎

𝑎𝑖,0𝒚𝑘−𝑖 + ∑

𝑖=1
𝑛𝑎

�̄�𝑖 ⋅ (𝒑𝑘−𝑖 ⊗ 𝒚𝑘−𝑖) =

= ∑

𝑖=1
𝑛𝑏

𝑏𝑖,0𝒖𝑘−𝑖 + ∑

𝑖=1
𝑛𝑏

�̄�𝑖 ⋅ (𝒑𝑘−𝑖 ⊗ 𝒖𝑘−𝑖)

 

=:�̄�𝑖صورت  به  برای ضرایب سیستم  که در آن بردارهای جدیدی [𝑎𝑖,1 ⋯𝑎𝑖,𝑛𝑝
]  

:�̄�𝑖و   = [𝑏𝑖,1 ⋯𝑏𝑖,𝑛𝑝]  شده استنمایش  ⊗و   اندتعریف  کرونکر  .  دهنده ضرب 

 شود:  صورت زیر درنظرگرفته میکمکی به  پس از این، دو بردار ورودی و خروجیِ 

(7 )                                                                 �̃�𝑘: = [
𝒖𝑘

𝒑𝑘 ⊗ 𝒖𝑘
]  

�̃�𝑘: = [
𝒚𝑘

𝒑𝑘 ⊗ 𝒚𝑘
] 

صورت زیر بازنویسی  ( را به6در )  LPVتوان مدل سیستم  ( می7با کمک معادله )

 کرد: 

(8 )                                                    𝑬�̃�𝑘 + ∑

𝑖=1
𝑛𝑎

𝑨𝑖�̃�𝑘−𝑖 = ∑

𝑖=1
𝑛𝑏

𝑩𝑖�̃�𝑘−𝑖 

𝑬که در آن   = [𝑰𝟎] ،𝑨𝑖: = [𝑎𝑖,0�̄�𝑖]   و𝑩𝑖: = [𝑏𝑖,0�̄�𝑖] . 
 

دارای ارتباط خطی بین ورودی    (است   (4)معادل    که )(  8که )با توجه به این

  رواز این  سازی کرد.توان قضیه ویلیام را بر روی آن پیادهمیو خروجی است،  

قضیه   سیگنال  1مشابه  اگر   ،{�̄�𝑘 , �̄�𝑘 , �̄�𝑘}𝑘=1
𝐿    پیش  دلخواهسیگنال  بینی )یا 

𝜶توان ضریب صورت میدراینباشد،    LPVاز سیستم    شده(  ∈ ℝ𝑁𝑑−𝐿+1    چنان  را

 یافت که معادله زیر برقرار باشد:  

(9)                                                              [
𝑯𝐿(𝑼)
𝑯𝐿(𝒀)

]𝜶 = [
col(�̄�)

col(�̄�)
] 

𝑼که در آن   = {�̃�𝑘}𝑘=1

𝑁𝑑  طول ی از بردارهای کمکی ورودی بهارشته𝑁𝑑   ،𝒀 =

{�̃�𝑘}𝑘=1

𝑁𝑑  بهرشته خروجی  کمکی  بردارهای  از  𝑁𝑑  ،�̄�طول  ای  = {�̄�𝑘}𝑘=1
𝐿 

از  رشته پیشدلخواه    ورودیبردارهای  ای  شده( )یا  �̄�و    𝐿طول به  بینی  =

{�̄�𝑘}𝑘=1
𝐿 طولبهدلخواه  ای خروجی ای از بردارهرشته 𝐿 .است    

𝒔𝑘  بردار   هر  برای  اگر ∈ ℝ𝒔  ،صورت  ای بهرشته𝒔𝒑 = {𝒑𝑘 ⊗ 𝒔𝑘}𝑘=1
𝑁𝑑    تعریف

 فرم زیر بازنویسی کرد:را به (7توان )می ،شود

(10                                      )                                     �̃�𝑘: =
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[
𝒖𝑘

𝒖𝑘
𝒑] ,  �̃�𝑘: = [

𝒚𝑘

𝒚𝑘
𝒑] 

 :  درنظر گرفتصورت زیر ( را به9توان )می( 10و با کمک )

(11                                                          )[

𝑯𝐿(𝒖)
𝑯𝐿(𝒖

𝒑)
𝑯𝐿(𝒚)
𝑯𝐿(𝒚

𝒑)

]𝜶 = [

col(�̄�)
col(�̄�𝒑)
col(�̄�)
col(�̄�𝒑)

]                                               

�̄�در آن    طور مشابه،به  که = {�̄�𝑘}𝑘=1
𝐿    و�̄� = {�̄�𝑘}𝑘=1

𝐿  بردارهای    رشته ترتیب  به

𝒖و    ،  𝐿  طول   بهدلخواه  خروجی  و  ورودی   = {𝒖𝑘}𝑘=1
𝑁𝑑    و𝒚 = {𝒚𝑘}𝑘=1

𝑁𝑑    به ترتیب

 است.   𝑁𝑑طول به  خروجیو رشته بردارهای ورودی 

𝒔𝒑  فرمبه  رشته هر  که برای  با توجه به این = {𝒑𝑘 ⊗ 𝒔𝑘}𝑘=1
𝑁𝑑  توان نوشت  می

col(𝒔𝒑) = (𝒑 ⊙ 𝑰𝑛𝒔
)col(𝐬)  ( است  بلوکی کرونکر- قطریعملگر    ⊙که در آن)  ،

خروجیِ و  ورودی  بردارهای  پیش  برای  شده،  مسیر  برقرار  بینی  زیر  معادلات 

 خواهد بود:   

(12                                                     )col(�̄��̄�) = (�̄� ⊙ 𝑰𝑛𝒚
) col(�̄�) 

col(�̄��̄�) = (�̄� ⊙ 𝑰𝑛𝒖
)col(�̄�) 

  دست معادلات زیر را برای بردار خروجی بهتوان  ( می11ا استفاده از )از طرفی، ب

 آورد:  

(13                                                              )𝑯𝐿(𝒚)𝜶 = col(�̄�) 

𝑯𝐿(𝒚
𝒑)𝜶 = col(�̄��̄�) 

 توان نوشت( می13( و )12حال با ترکیب )

(14           )𝑯𝐿(𝒚
𝒑)𝜶 = col(�̄��̄�) = (�̄� ⊙ 𝑰𝑛𝒚

)col(�̄�) =

(�̄� ⊙ 𝑰𝑛𝒚
)𝑯𝐿(𝒚)𝜶 

⇒ [𝑯𝐿(𝒚
𝒑) − (�̄� ⊙ 𝑰𝑛𝒚

)𝑯𝐿(𝒚)]𝜶 = 𝟎     
)به معادلات  مشابه،  )12طور  تا  می(  14(  نیز  توان  را  ورودی  با  نوشتبرای   .

یابی  فرم زیر قابل دستبه  از آن جدیدی    شکل   ، (11جایگذاری این معادلات در )

 است:  

(15                                         )

[
 
 
 

𝑯𝐿(𝒖)

𝑯𝐿(𝒖
𝑷) − �̄�𝑛𝒖𝑯𝐿(𝒖)

𝑯𝐿(𝒚)

𝑯𝐿(𝒚
𝒑) − �̄�𝑛𝒚𝑯𝐿(𝒚)]

 
 
 

𝜶 = [

col(�̄�)
𝟎

col(�̄�)
𝟎

] 

:�̄�𝑛𝒚که در آن   = (�̄� ⊙ 𝑰𝑛𝒚
:�̄�𝑛𝒖و    ( = (�̄� ⊙ 𝑰𝑛𝒖

(، که معادل  15)   به معادله.  (

گسسته   سیستم  محورِ دادهمدل   LPV    است،  4)در داده(    محور«»دینامیک 

و    شدهصورت قید به مساله اضافهبه  DD-MPCاین دینامیک، در مساله  گویند.  

 را برعهده دارد.    LPVبینی رفتار آینده سیستم پیش

بعدی،   قدم  )در  در  تغییراتی  ایجاد  از  به15پس  آن  از  ساختار  (،  عنوان 

های مورد  داده  ،استفاده خواهد شد. برای این کار  DD-MPCبینی مدل در پیش

 شود.  می بررسیسازی  نیاز برای تشکیل مساله بهینه

,𝒖𝜏}صورت  به  ها داده  از  ایرشته  شود می  فرض  𝒑𝜏, 𝒚𝜏}𝜏=1
𝑁𝑑  های  وان دادهعنبه

بهکتابخانه دینامیک  )  𝑁𝑑طولای  محاسبه  برای  کنترل  فرآیند  از  قبل  که 

نمونهداده ,�̄�𝜏}،  (برداری شدهمحور  �̄�𝜏, �̄�𝜏}𝜏=𝑘−𝑛𝑙

𝑘  عنوان مسیری از سیستم  به

لحظه)  𝑛𝑙طول  به در  دادهبهینه  که  میسازی  و  برداری  ,�̂�𝜏}شود(  �̂�𝜏}𝜏=𝑘
𝑘+𝐿−1 

بندی( در دسترس طراح قرارگیرند.  و متغیر زماندلخواه  )مقادیر آینده ورودی  

 شود.بینی خروجی در لحظات آینده استفاده میها، برای پیشاین دادهاز 

  های برداری شده در لحظهای، مسیر نمونههای کتابخانهداده،  1در شکل  

داده شده  آینده سیستم نمایش  هایخروجی-حرکت ورودی  سازی و مسیر بهینه

(  15ای تمامی اطلاعات لازم برای تکمیل سمت چپ ) های کتابخانهدادهاست.  

- خط از جفت ورودیبرونهای  ها، در واقع نمونهدهند. این دادهمی  دسترا به

مسیر  د.  نشوشناسایی سیستم می  فرآیند  های سیستم است که جایگزینخروجی

درنظرگرفت که در هر تکرار    «سازیمسیر بهینه»  توانبرداری شده را مینمونه

بینی نیز همان  شود. مسیر پیشسازی با مقادیر جدید خود جایگزین میبهینه

 پذیرد. صورت می DD-MPCتخمین رفتار آینده سیستم است که در  

، فرم جدیدی  1های مختلف در شکل  شده از دادهبا توجه به توضیحات داده

𝒖 ورودی . ابتدا برای رشتهشودمی( در اینجا تعریف 9از ) = {𝒖𝑘}𝑘=1
𝑛𝑙+𝐿 توان  می

 :  یسی کردنوبازفرم زیر ماتریس متناظر هنکل را به

(16  )                              𝑯𝑛ℓ+𝐿(𝒖) = [𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ

𝑇 (𝒖)𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿
𝑇 (𝒖)]

𝑇 

که در آن ماتریس هنکل اصلی، به دو ماتریس هنکل با سطور کمتر تقسیم شده  

 :آورددستبهصورت زیر ( را به9توان )است. با این کار، می

(17                                                  )

[
 
 
 
 
𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ

(𝑼)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒀)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝑼)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒀) ]
 
 
 
 

𝜶 =

[
 
 
 
 
col(�̄�𝑘)

col(�̄�𝑘)

col(�̂�𝑘)

col(�̂�𝑘)]
 
 
 
 

   

فرم جدیدی  ( را به15توان معادله )(، می17)  شده در سازوکار معرفی  با کمک 

 صورت زیر بازنویسی کرد:  به

(18     )                   

[
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒖𝑷) − �̄�𝑘

𝑛𝑢ℋ𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒚)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒚𝑷) − �̄�

𝑘

𝑛𝑦
ℋ𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ

(𝒚)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒖
𝑷) − �̂�𝑘

𝑛𝑢𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒚
𝑷) − �̂�

𝑘

𝑛𝑦𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒚) ]
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜶 =

[
 
 
 
 
 
 
col(�̄�𝑘)

𝟎
col(�̄�𝑘)

𝟎
col(�̂�𝑘)

𝟎
𝟎 ]

 
 
 
 
 
 

 

�̄�𝑘که در آن 
𝑛𝒖: = (�̄�𝑘 ⊙ 𝑰𝑛𝒖

)  ،�̄�
𝑘

𝑛𝒚: = (�̄�𝑘 ⊙ 𝑰𝑛𝒚
)  ،�̂�𝑘

𝑛𝒖: = (�̂�𝑘 ⊙ 𝑰𝑛𝒖
و   (

 �̂�
𝑘

𝑛𝑦:= (�̂�𝑘 ⊙ 𝑰𝑛𝒚
بینی،  درنظرگرفته شده است. همچنین در طول افق پیش  (

 برابر خواهد بود.   بردارینمونه  لحظه  آخرین  در  آن  مقدار   با  بندیزمان  متغیر  مقادیر 
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داده های کتابخانه ای مسیر بهینه سازی
مسیر پیش بینی شده

 
 DD-MPCهای مختلف در فرآیند طراحی داده -1شکل 

 ( جایگزین  18معادله  قید  پیش  دینامیک(،  سیستمو  آینده    در   LPV  بینی 

است. همچنین، برای محاسبه خروجی سیستم در لحظات    DD-MPC  طراحی

 :خواهد شدآینده، از معادله زیر استفاده 
(19)                           col(�̂�𝑘) = [�̂�𝑘

𝑇 ⋯ �̂�𝑘+𝐿−1
𝑇 ]𝑇 = 𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒚)𝜶 

 

نامی مساله  19( و )18با استفاده از ) بهبه  DD-MPC(، فرم    دستصورت زیر 

 آید: می

(20 )       𝑚𝑖𝑛
𝜶

∑

𝑖=0
𝑁𝑐−1

(�̂�𝑖∣𝑘 − 𝒓𝑖∣𝑘)
𝑇𝑸(�̂�𝑖∣𝑘 − 𝒓𝑖∣𝑘) + �̂�𝑖∣𝑘

𝑇 𝑹�̂�𝑖∣𝑘 

 
s.t.col(�̂�𝑘) = [�̂�0∣𝑘

𝑇 ⋯ �̂�𝑁𝑐−1∣𝑘
𝑇 ]𝑇 = 𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒚)𝜶 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒖𝑷) − �̄�𝑘

𝑛𝑢ℋ𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒚)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒚𝑷) − �̄�

𝑘

𝑛𝑦
ℋ𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ

(𝒚)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒖
𝑷) − �̂�𝑘

𝑛𝑢𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒚
𝑷) − �̂�

𝑘

𝑛𝑦𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒚) ]
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜶 =

[
 
 
 
 
 
 
col(�̄�𝑘)

𝟎
col(�̄�𝑘)

𝟎
col(�̂�𝑘)

𝟎
𝟎 ]

 
 
 
 
 
 

        

 
𝑸که در آن   ∈ ℝ𝑛    و𝑹 ∈ ℝ𝑝  دهی،  های وزنماتریس𝒓 ∈ ℝ𝑛    مسیر مرجع و

𝑁𝑐  برابر با افق پیش 𝑁𝑝بینی ) افق کنترل است و در اینجا  = 𝐿  درنظرگرفته )

سیستم   محورِداده  بین مدل ن مقاله برای کنترل پیشای  کار در   شده است. مبنای

)  خطی معادله  ادامه20پارامترمتغیر،  در  است.  ضمانتتحلیل  ، (  و  های  ها 



 108شماره پیاپی                                                                                    1403تابستان ، 2، شماره 54مجله مهندسی برق دانشگاه تبریز، جلد  /178

 

 این روش ارائه خواهد شد.  برای  بستهحلقه

 
 بسته تحلیل حلقه -7

تواند مبنای هر طراحی دیگری برای  می  ر بخش قبلطراحی شده دکننده  کنترل

سیستم خطی پارامترمتغیر باشد.    برای  ،محور مستقیمداده  مدل   بینکنترل پیش

که در    بسته آن اهمیت فراوانی دارد حلقههای مورد نیاز  رو، ارائه ضمانتاز این

بسته رویکرد  منظور تحلیل حلقهخواهد گرفت. بهاین قسمت مورد بررسی قرار  

 . شود مطرحنیاز باید های مورد  مورد نظر، ابتدا فرض
 

(  Minimal) حداقلیمورد بررسی باید دارای یک نمایش   LPV: سیستم  1فرض  

( حتی در    که   کندباشد. این فرض ایجاب می(  Minimum phaseو کمینه فاز 

𝒖𝑖}برداری    های سیستم، برای هر زوجصورت در دسترس نبودنِ حالت , 𝒚𝑖}    از

𝒙𝑖  حالت  بردار،  خروجی-های ورودیداده ∈ ℝ𝑥    موجود باشد. و مشخص  محدود 

 

این2فرض   فرض  با  𝕏𝐿که  :  = {𝒙 ∈ ℝ𝑥| 𝐽𝐿
∗( 𝒙) < مقادیر  مجموعه  {∞ از  ای 

بازگشتاولیه حالت باشد که مساله در آن  پایدار  های سیستم حداقلی  پذیر و 

توان برای تابع  های سیستم در این مجموعه، میدلیل محدودبودن حالتاست، به

بهینه  𝐽𝐿)   هزینه 
∗( 𝒙)  ( هزینه  تابع  بهینه  حداکثری    ((20مقدار  مقدار 

𝐽𝐿صورت به
∗( 𝒙) < 𝑐𝑢𝒙  که در آن،  تصور کرد  𝑐𝑢 ∈ ℝ  و𝒙 ∈ 𝕏𝐿 .است 

 

زمان3فرض   متغیر  مانند شکل    LPVسیستم  بندی  :  مجموعه محدب    2در 

به سیستم   این  LPVتغییر خواهد کرد.  دارای  باشدکه  سیستم    ،چنین قیدی 

LPV ( چندوجهیPolytopic LPV.گویند ) 
 

ی را برای  پذیرتوان پایداری و بازگشتمی  3و    2  ، 1های  حال با کمک فرض

 کرد. اثبات LPV برای سیستم DD-MPCکننده کنترل
 

 1 1LPV ,p

 2 2LPV ,p

 3 3LPV ,p
 4 4LPV ,p

 5 5LPV ,p

 6 6LPV ,p

مجموعه محدب

 
 LPVبندی در سیستم فرم مجموعه متغیر زمان -2شکل 

 

صورت، اگر سیستم  در این  برقرار باشند.  3و    2،  1های  د فرض: فرض کنی2قضیه  

محورِ  بینِ دادهخطی پارامترمتغیر چندوجهی مورد نظر در مساله کنترل پیش

𝒙ها ) مستقیم، برای مجموعه اولیه حالت ∈ 𝕏𝐿  در لحظه شروع )𝑡 = و   پایدار 0

 باشد، آنگاه:    پذیربازگشت

𝑡برای هر لحظه  - آ ∈ 𝑁 ،   .پایدار است 

𝑡برای هر لحظه در   -ب  ∈ 𝑁 ،  پذیر است.بازگشت 

 : اثبات

𝑊(𝒙)تابع    -آ =∥ 𝒙 ∥2
اثبات شده است که برای    ،[30]. در  درنظر بگیریدرا    2

 معادله زیر برقرار است:  ،LTIهای سیستم

(21)                      𝑊(𝑨𝒙 + 𝑩𝒖) − 𝑊(𝒙) ≤ −
1

2
∥ 𝒙 ∥2

2+ 𝑐1 ∥ 𝒖 ∥2
2+

𝑐2 ∥ 𝒚 ∥2
2 

𝒙که در آن   ∈ ℝ𝑥 بردار حالت  ،𝒖 ∈ ℝ𝑢 بردار ورودی  ،𝒚 ∈ ℝ𝑛   بردار خروجی و

𝑨 ∈ ℝ𝑥×𝑥    و𝑩 ∈ ℝ𝑢×𝑢  های سیستم  ماتریسLTI  .همچنین،    هستند𝑐1    و𝑐2  

توان  ، می3با توجه به فرض    .هستندنامساوی فوق  برای برقراری  ضرایب مناسبی  

سیستم   هر  به  LPVضابطه  را  حاصلچندوجهی  سیستم  فرم  چند    LTIجمع 

 صورت زیر نوشت: به

(22 )                            𝑊(𝑨(𝒑)𝒙 + 𝑩(𝒑)𝒖) − 𝑊(𝒙) =

∑ 𝑊(𝑨𝑖𝒙 + 𝑩𝑖𝒖)𝑁
𝑖=1 − 𝑊(𝒙) 

𝑨(𝒑)و    بندیتعداد رئوس مجموعه محدب متغیر زمان N  که در آن ∈ ℝ𝑥×𝑥   و

𝑩(𝒑) ∈ ℝ𝑢×𝑢  سیستمماتریس جمع.  هستند  LPV  های  طرف    دو  کردنبا 

 توان نوشت می  LTI سیستم  N ( برای21نامساوی )

∑𝑊(𝑨𝑖𝒙 + 𝑩𝑖𝒖)

𝑁

𝑖=1

− 𝑁𝑊(𝒙) ≤ −
𝑁

2
∥ 𝒙 ∥2

2+ 𝐶 ∥ 𝒖 ∥2
2+ 𝐷 ∥ 𝒚 ∥2

2⇒ 

 

𝑊(𝑨(𝒑)𝒙 + 𝑩(𝒑)𝒖) − 𝑊(𝒙) ≤ −
𝑁

2
∥ 𝒙 ∥2

2+
𝑁−1

𝑁
∥ 𝒙 ∥2

2+ 𝐶 ∥ 𝒖 ∥2
2+

𝐷 ∥ 𝒚 ∥2
2  (23 )  

𝐶که در آن   = 𝑁 × 𝑐1   و𝐷 = 𝑁 × 𝑐2   است. برای𝑁 ≥  داریم  2

(24                                                      )−
𝑁

2
∥ 𝒙 ∥2

2+
𝑁−1

𝑁
∥ 𝒙 ∥2

2≤ 0 

( روی مجموعه  20سازی )از طرفی، برای مقدار بهینه تابع هزینه مساله بهینه

 توان نوشت می 𝕏𝐿اولیه  

(25                                           )𝐽𝐿
∗(𝒙𝑡+1) ≤ 𝐽𝐿

∗(𝒙𝑡) − ℓ(�̄�⬚
∗ (𝑡), �̄�⬚

∗ (𝑡)) 

 دهیم: صورت زیر ادامه میحال با درنظرگرفتن تابع لیاپانوف به

(26                                                            )𝑉(𝒙) = 𝛾𝑊(𝒙) + 𝐽𝐿
∗(𝒙) 

=:𝛾که در آن  
𝜆𝑚𝑖𝑛

𝑚𝑎𝑥{𝐶,𝐷}
 خواهیم داشت ( 24با کمک ). حال 

(27 )𝑉(𝒙𝑡+1) − 𝑉(𝒙𝑡) ≤ 

𝛾 (−
𝑁

2
∥ 𝒙 ∥2

2+
𝑁 − 1

𝑁
∥ 𝒙 ∥2

2+ 𝐶 ∥ 𝒖 ∥2
2+ 𝐷 ∥ 𝒚 ∥2

2)−∥ 𝒖 ∥𝑹
2 −∥ 𝒚 ∥𝑸

2

≤ 

−𝛾 (
𝑁

2
−

𝑁 − 1

𝑁
) ∥ 𝒙 ∥2

2≤ 0 

از طرفی،    .شده استدهنده کاهشی بودن تابع لیاپانوف معرفینشان  ،(27معادله )
تابع را از روی )  بودنِتوان مثبت و محدودمی رو،  از این  .تحقیق کرد  (26این 

 شود.شده اثبات میکننده طراحیپایداری کنترل

  کنیم، ابتدا فرض میDD-MPCکننده  بودنِ کنترلپذیراثبات بازگشت  برای  :ب

𝒙ها ) مجموعه اولیه حالت  این فرآیند برای ∈ 𝕏𝐿پذیر بازگشت  ،( در لحظه شروع  

صورت زیر  له کنترل بهبرای مسا  ایپاسخ بهینه  ،است. یعنی برای این مجموعه

 موجود است: 

(28                           )𝒖𝐿
∗ = {𝒖𝑘

∗ }𝑘=1
𝐿 , 𝒚𝐿

∗ = {𝒚𝑘
∗ }𝑘=1

𝐿 , 𝒙𝐿
∗ = {𝒙𝑘

∗ }𝑘=1
𝐿  

𝑘سیستم در لحظه    محدود  (، حالت 25با درنظرگرفتن )  ،نتیجهدر   + )یعنی    1

𝒙𝑘+1 ∈ 𝕏𝐿 )2و  1 هایبا درنظرگرفتن فرضبنابراین، . کرد توان محاسبهرا می  

متناظری وجود خواهد    حتما ورودی و خروجی محدودِ  ،برای سیستم حداقلی

𝑘مجموعه شدنی در لحظه  ، روداشت. از این +  صورت زیر خواهد بود:به1

(29)           𝒖𝑘+1
𝑓

= {𝒖𝐿
∗ , 𝒖𝑘+1}, 𝒚𝑘+1

𝑓
= {𝒚𝐿

∗ , 𝒚𝑘+1}, 𝒙𝑘+1
𝑓

= {𝒙𝐿
∗ , 𝒙𝑘+1} 

می نشان  لحظه  که  در  مساله  𝑘دهد  + ب  1 است.  شدنی  ترتیب،  نیز  این  ه 

 ■                   گردد. نیز اثبات می DD-MPCکننده بودن کنترلپذیر بازگشت

 

های ورودی  دادهشود تنها  محور مستقیم، فرض میهای داده: در روش2تبصره  
خروجی هستند.    و  دسترس  نیاز  بنابراین،  در  که  حال  عین  دسترسی  به  در 

عنوان مثال  هایی روی آن درنظر گرفت. بهتوان فرضاما می  ،ها وجود نداردحالت
قضیه   فرض  2در  است   3،  بدون   ؛بسیار حیاتی  به   اما  بودن    نیاز  در دسترس 

   کند.ها ایجاد میتنها محدودیتی بر روی آن ،های سیستمحالت

 

 (EDD-MPC) یافته توسعه DD-MPCکننده کنترل -8
تحلیل قبل،  بخش  حلقهدر  چهارچوب  های  برای  نیاز  مورد    مرجعبسته 
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با ایجاد    بخشارائه شد. در این    LPVهای  برای سیستم  DD-MPCکننده  کنترل
-DDیافته  کننده توسعه(، کنترل20سازی )مساله بهینه  اولیه   تغییراتی در فرم 

MPC  (EDD-MPC )های  برای سیستمLPV شود. طراحی می 
شده است  ، بسیار ذکر LTIهای  برای سیستم  DD-MPCدر ادبیات کنترل  

کردن هر ویژگی به روش پیشنهادی، باید تغییراتی در تابع هزینه  که برای اضافه
قیود جدید   و  این  مساله  در  شود.  ایجاد  نامی  مساله  به  برای    ، جانسبت 

مقابل در  پیشنهادی  رویکرد  با توانمندسازی  اندازه  ه  مساله  نویز  گیری، ساختار 
 .  شدخواهد روبرو تغییراتی با (  20)

نمونه نویزی  خروجی  کنید  دادهبرداریفرض  برای  کتابخانهشده  ای  های 
�̃�فرم  سیستم به = 𝒚 + �̃�    ( با  20و در ماتریس هنکل معادله )شده  درنظرگرفته

𝒚    ،معادله این  در  �̃�جایگزین شود.  ∈ ℝ𝑛  اضافه به خروجی حین  نویز  شونده 
‖�̃�‖شود  فرض می.  برداری استفرآیند نمونه ≤ 𝜀    کران بالای نویز اضافه شده

با مقدار  های کتابخانهبه داده میانگین صفر(  با  )نویز سفید  متغیر  .  باشد  𝜀ای 
𝝈کمکی   ∈ ℝ𝑛  شده به خروجی  نویز اضافهتاثیر  کنیم. برای جبران  را تعریف می

(𝒚در سمت چپ )  ( در20معادله )  بینی ، خروجی مسیر پیشماتریس هنکل
(�̄�در سمت راست )  آن با متغیر کمکی، یعنی    جمعحاصلبا مقدار    این معادله

col(�̄�𝑘)معادل با  ⇒ col(�̄�𝑘) + 𝝈 شود.  جایگزین می 

حقیقت   𝝈  کمکی  متغیردر  ∈ ℝ𝑛  به جدید،  حالت  این  ایجاد  در  جهت 

( در  relaxationرهاسازی   )( است.20معادله  واردشده  فرآیند    (  از  منظور 

نویز اضافه توسط متغیر کمکی در    (20شده در سمت چپ )رهاسازی، جبران 

است. معادله  این  راست  کمینه  علاوه  سمت  هدف  با  این،  اندازه  بر  نرم  کردنِ 

بر مسالهکاهش  و    𝝈  متغیر کمکیبرداری   𝝈‖2‖قید سازی،  بهینه  تاثیر آن  ≤

𝑐𝜎𝜀    که در آن(𝑐𝜎 ∈ ℝ  ) و عبارت    سایر قیود مساله افزوده شده   به𝜆𝝈‖𝝈‖2
2   (𝜆𝝈 

فرم  تابع هزینه جدید بهشود. در نهایت،  به تابع هزینه اضافه می(  ضریب مناسب 

 : خواهد شدزیر درنظرگرفته 

(30   )                          ∑

𝑖=0
𝑁𝑐−1

(�̂�𝑖∣𝑘 − 𝒓𝑖∣𝑘)
𝑇𝑸(�̂�𝑖∣𝑘 − 𝒓𝑖∣𝑘) + �̂�𝑖∣𝑘

𝑇 𝑹�̂�𝑖∣𝑘 +

𝜆𝝈‖𝝈‖2
2 

  کنندهیافته کنترلسازی مورد نظر، فرم توسعهدر مساله بهینه  آن که با قراردادن  

DD-MPC های برای سیستمLPV آید:میدستصورت زیر بهبه   

(31)       𝑚𝑖𝑛
𝜶,𝝈

∑

𝑖=0
𝑁𝑐−1

(�̂�𝑖∣𝑘 − 𝒓𝑖∣𝑘)
𝑇𝑸(�̂�𝑖∣𝑘 − 𝒓𝑖∣𝑘) + �̂�𝑖∣𝑘

𝑇 𝑹�̂�𝑖∣𝑘 + 𝜆𝝈‖𝜎‖2
2 

s.t.  col(�̂�𝑘) = [�̂�0∣𝑘
𝑇 ⋯ �̂�𝑁𝑐−1∣𝑘

𝑇 ]𝑇 = 𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒚)𝜶 

      

[
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒖𝑷) − �̄�𝑘

𝑛𝑢ℋ𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(�̃�)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(�̃�𝑷) − �̄�

𝑘

𝑛𝑦
ℋ𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ

(�̃�)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒖
𝑷) − �̂�𝑘

𝑛𝑢𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(�̃�
𝑷) − �̂�

𝑘

𝑛𝑦𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(�̃�) ]
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜶 =

[
 
 
 
 
 
 

col(�̄�𝑘)
𝟎

col(�̄�𝑘) + 𝝈
𝟎

col(�̂�𝑘)

𝟎
𝟎 ]

 
 
 
 
 
 

 

 
‖𝝈‖2 ≤ 𝑐𝝈𝜀 

  در حضور کننده  کنترل  عملکرد قابل قبول،  (31در ) با کمک فرم توسعه یافته  

بلوکی روش  3در شکل  .  شودمی  فراهم گیری  اندازهنویز   دیاگرام    پیشنهادی، 

   .استپیشنهادی ارائه شده کننده کنترلالگوریتم است. در زیر،  شده داده نشان
 

 -------------------------------------------------------------- 

 LPVهای برای سیستمپیشنهادی کننده کنترل الگوریتم
 (:  offline)  خطبرون  مراحل

نمونه1گام   به:  سیستم  از  )برونصورت  برداری  تکمیل منظور  به  (offlineخط 

 محور. دینامیک دادهای برای محاسبه های کتابخانهداده

 (:  onlineبرخط )  مراحل
 برداری از آن.و نمونه  2مطابق با فرض   سازیمسیر بهینه: شروع فرآیند با  2گام  

 و ضرایب وزنی مناسب.   2و  1( با اطلاعات گام  31سازی ): حل مساله بهینه3گام  

به سیستم    3شده در گام  : اعمال اولین درایه از بردار ورودی بهینه محاسبه4گام  

 . 2و بازگشت به 

 : پایان فرآیند کنترل در صورت اتمام بازه سیگنال مرجع ردیابی.5گام 

 -------------------------------------------------------------- 
 

برای حذف    زی (، در مورد فرآیند رهاسا31مطابق با ) 1: در الگوریتم 3تبصره 

توان اغتشاش  همین صورت میممکن است تصور شود که به  گیریاثر نویز اندازه

به ذکر است،نیز به سیسترا   درصورت افزودن اغتشاش به    م اعمال کرد. لازم 

نویز داده با  مشابه  سیستم  خروجی  �̃�)   گیریاندازه  های  = 𝒚 + �̃�  دینامیک  ،)

داده و نماینده  ارائه اطلاعات سیستمی از دست  برایمحور توانمندی خود را  داده

درصورتی بود.  نخواهد  سیستم  برای  کنترلخوبی  باشد  مطلوب  در  که  کننده 

، لازم است از رویکردی مانند طراحی یک رویتگر  شودمقابل اغتشاش نیز مقاوم 

 محور استفاده شود تا اغتشاش قابل تشخیص از سیستم اصلی باشد.  داده

 

مساله بهینه سازی 
توسعه یافته

 DD-MPCکنترل کننده 
توسعه یافته

دینامیک داده محور

LPVسیستم 
u

y

p

r

نویز

y

 
 یافته توسعه DD-MPCکننده دیاگرام بلوکی کنترل -3شکل 

 
 با دیسک نامتقارنشمای موتور جریان مستقیم  -4شکل 

 

 [29مشخصات موتور جریان مستقیم ]-1جدول 

 واحد مقدار نام  پارامتر

G 2 9/8 شتاب گرانش-ms 

J 
موتور  اینرسی صفحه 

(disk) 
2/2  x 10‒4 2Nm 

mK 15/3145 ثابت موتور - 

L  0/42 فاصله جرم تا مرکز Mm 

M  0/07 جرم موتور Kg 

𝜏 0/5971 ثابت بازگشتی - 

sT 75 برداری زمان نمونه  10−3 S 

  

 سازینتایج شبیه  -9

شبیه برای  نظر  مورد  با  مثال  مستقیم  جریان  موتور  نامتقارن    دیسک سازی، 

(unbalanced diskبه تقارن، می( است که  بهدلیل همین عدم  را  آن  فرم  توان 

های خطی نامتغیر  درنظر گرفت و در طول فرآیند کنترل، با معادله  LPVسیستم  

داده  نمایش  4شود. شمای این موتور در شکل  داده میبا زمانِ متفاوتی نمایش

 [:  29صورت زیر است ]به آنشده و معادلات دینامیکی 

 (32                                      )�̈�(𝑡) = −
𝑚𝑔𝑙

𝐽
𝑠𝑖𝑛( 𝑦(𝑡)) −

1

𝜏
�̇�(𝑡) +

mm 42/0  
 محور موتور دیسک
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𝐾𝑚

𝜏
𝑢(𝑡) 

𝑦(𝑡)که در آن   ∈ ℝ  ( و  4زاویه محور موتور )مطابق با شکل𝑢(𝑡) ∈ ℝ   ورودی

زاویه   همان  سیستم،  این  است. خروجی  و سایر    𝑦سیستم  درنظرگرفته شده 

صورت زیر  بندی در این مساله بهمتغیر زماناند.  داده شده  1پارامترها در جدول  

 :  [29] شودتعریف می

 (33                                                )𝑝(𝑡) = sinc(𝑦(𝑡)) =
𝑠𝑖𝑛(𝑦(𝑡))

𝑦(𝑡)
∈ ℙ 

شبیه از  هدف  مثال  این  مرجع    ،سازیدر  مسیر  نویز  ردیابی  حضور  در 

برداری از سیستم  ، نمونهکنندهبرای طراحی کنترلقدم اول  است.    گیری اندازه

از   ایجاد به  .خط استبرونصورت  به  کنندهکنترلاعمال  قبل  با    همین منظور، 

(،  - 2/0،    2/0در بازه )   35طول  سیستم به  برای ورودی  تحریک دائم  یک رشته

خروجی )  مقادیر  زمان(  𝑦𝑛نویزی  متغیر  با    35برای    نیز  بندیو  مطابق  نمونه 

سازی  داخل قید مساله بهینه  ( 31در )  ،هااین دادهآمده است.  دستبه  5شکل  

در   35عدد  محور برعهده آنهاست.گیرند و وظیفه تشکیل دینامیک دادهقرارمی

  عدد مناسبی ای سیستم است که در حقیقت  های کتابخانهواقع طول مسیر داده

 کند.  را ضمانت می ها داده بودن  است که تحریک دائم

ای حاصل از شکل  های کتابخانهبا استفاده از دادهطورکه اشاره شده،  همان

(  31سازی در )سمت چپ قید مساله بهینه  در  هنکل  ، تمام متغیرهای ماتریس5

برداری  برای مسیر نمونه  35با درنظرگرفتن طول    این ماتریس  شود.تکمیل می 

(𝑁𝑑 = بهینه  2(، طول  35 مسیر  ) برای  𝑛𝑙سازی  = و طول  2 مسیر    5(  برای 

𝐿بینی ) پیش =  است:  دست آمدهبه صورت زیر به (5

 
ای خروجی نویزی )شکل بالا(، ورودی  های کتابخانهداده -5شکل 

بندی )شکل پایین( برای تشکیل  )شکل وسط( و متغیر جدول

 یافتهمحور روش توسعهدینامیک داده

 

(34                                 )

[
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒖𝑷) − �̄�𝑘

𝑛𝑢ℋ𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(�̃�)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ
(�̃�𝑷) − �̄�

𝑘

𝑛𝑦
ℋ𝑛ℓ+𝐿,𝑛ℓ

(�̃�)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒖
𝑷) − �̂�𝑘

𝑛𝑢𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(𝒖)

𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(�̃�
𝑷) − �̂�

𝑘

𝑛𝑦𝑯𝑛ℓ+𝐿,𝐿(�̃�) ]
 
 
 
 
 
 
 
 

∈ ℝ23×28 

 

بندی  همراه متغیر زمانبه  5خروجی موجود در شکل  -داده ورودی  35که در آن  

است.   قرارگرفته  آن  واردشده در    35داخل  متمایز  ماتریس، ضمانت  داده  این 

(  34، ماتریس )1سطر داخل آن متفاوت بوده و بر اساس تعریف    23کند که  می

همین  را تایید کرد. بهتوان تحریک دائم بودنِ آن  رو میدرجه کامل است. از این

محورِ حاصل از این فرآیند اطلاعات کامل و درست سیستم  دلیل، دینامیک داده

LPV    .را در بر خواهد داشت 

بهینهدر   )مساله  مقادیر31سازی   )  𝑸 = 0.01،  𝑹 = 𝜆𝝈  و  0.005 = 0.1 

است. لحاظ پیش  شده  افق  و  همچنین،  برابر  یکدیگر  با  آن  در  کنترل  و  بینی 

𝑁𝑝  با  مساوی = 𝑁𝑐 = 𝐿 =  LPVآمده از کنترل سیستم  دستنتایج به  است.  5

-EDDگیری و با استفاده از روش پیشنهادی )نویز اندازه  و حضور  حضورعدم    در

MPC  و  )DD-MPC  [ شکل29در  در  است.    7و    6های  [  شده  داده  نشان 

کننده در حالت  عملکرد هر دو کنترلشود،  مشاهده می  6طور که در شکل  همان

اگرچه  .  مشابه یکدیگر استکم و بیش  گیری مناسب و  عدم حضور نویز اندازه

 دامنه تغییرات سیگنال کنترلی در روش پیشنهادی مقداری بیشتر است. 

[  29]  در  DD-MPCکننده  شود که کنترلمشاهده می  7در شکل  در مقابل،  

دهد زیرا  از خود نشان نمیگیری  در حضور نویز اندازهاصلا عملکرد قابل قبولی  

گیری و مقاوم بودن در مقابل  که طراحی آن بر مبنای درنظرگرفتن نویز اندازه

که روش پیشنهادی هنوز عملکرد خوبی از خود نشان  آن نبوده است؛ در حالی

محور از روی  کننده دادهطراحی کنترل  دهد که دومین نوآوری در مقاله است.می

روشداده این  در  نویزی  بههای  که  چرا  دارد؛  زیادی  اهمیت  عدم  ها  دلیل 

داده فرآیند  مدل،  به  بود.  دسترسی  خواهد  نویزی  و  واقعی  سیستم  از  برداری 

اعمال8همچنین در شکل   نویز  با  شده  ،  مقایسه  آزمایش در  مورد  به سیستمِ 

 شده است.  سیگنال مرجع ردیابی ترسیم
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پاسخ سیستم )بالا(، سیگنال کنترلی )وسط( و متغیر   -6شکل 

کننده پیشنهادی در این مقاله  با استفاده از کنترل )پایین( زمانبندی

(EDD-MPC و روش )DD-MPC  [ 29در] گیری بدون حضور نویز اندازه 
 

 گیری  نتیجه -10

کنترل مقاله،  این  پیشدر  دادهکننده  مدلِ  برای سیستمبین  های خطی  محور 

ضمانت بودنِ  موجود  عدم  به  توجه  با  شد.  ارائه  و  پارامترمتغیر  پایداری  های 

کنترلبازگشت سیستم  DD-MPCکننده  پذیری  موارد  LPVهای  برای  این   ،

پیشنهادی،  به نوآوری دوم روش  داده شد.  نشان  مقاله  این  اول  نوآوری  عنوان 

سازیِ کنترل موتور جریان  گیری بود که در شبیهقابلیت مقابله آن با نویز اندازه

مستقیم با معادله دینامیکی پارامترمتغیر، نشان داده شد. با توجه به امکان ارتقا  

سازی، پیشنهاد  کننده با افزودن قید به فرم نامی مساله بهینههای کنترلقابلیت

افزمی برای  مساله  شود  از  جدیدی  فرم  سیستم،  خروجی  به  اغتشاش  ودن 

توان با رویکردهای مختلف طراحی  سازی طراحی گردد. برای این امر میبهینه

 کننده افزود. رویتگر برای اغتشاش، این قابلیت را به کنترل 

 

 

 
)وسط( و متغیر  پاسخ سیستم )بالا(، سیگنال کنترلی  -7شکل 

کننده پیشنهادی در این مقاله  زمانبندی )پایین( با استفاده از کنترل

(EDD-MPC و روش )DD-MPC  [ 29در ]گیری حضور نویز اندازه  هنگام 
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