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 يهاتيقطعر با زمان در حضور عدميمتغ یرخطيغ يهاستمياز س يادسته یمجانب يدارسازیپا يد برایکننده جدک کنترلین مقاله، یدر ا ده:يکچ

شات خارج ست که در طراح یدو بخش نام ي، دارايشنهاديکننده پشود. کنترلیارائه م ینگيکرد بهی، با رویمدل و اغتشا هر دو بخش  یو مقاوم ا
شددود. سدداختار تاب  یارائه م یکننده نامکنترل یطراح يبرا يدیجد یاپانوف کنترليارائه شددده اسددت. در قسددمت اول، تاب  ل يدیجد يهادهیآن، ا

سخهيشنهاديپ یاپانوف کنترليل ست. ا یاپانوف کنترليل يهامعمول تاب  يها، متفاوت از ن سطح لغزشیم یطراح ينحون تاب  بهیا طور به شود که 
مکن را م یشددود( با بخش نامیم یطراح یک کنترل مد لغزشدديق بخش مقاوم )که براسددات تکنيب، تلفيترتنیشددود و بدیم در آن ظاهر ميمسددتق

 کندیچ ميسطح لغزش سوئ يالحظهاسات مقدار بر بخش گسسته آن شود کهینه متفاوت ميربهیز یک قانون کنترلیبه منجرق، ين تلفیسازد. ایم
د یيتا و يشددنهاديکرد پیو عملکرد رو ییق کارایمنظور تصدددز، بهيمقاله ن يشددود. در انتهایم یطراح ینگيکرد بهیاسددات رووسددته بريپ يهاترم و

 شود.یمارائه  يسازهيج شبیو نتار با زمان اعمال يمتغ یرخطيغ ینرسیستم پاندول ايک سیکننده به ن کنترلی، ايتئور يدستاوردها

 ر با زمان، سطح لغزش.يمتغ یرخطيغ يهاستمي، سینگيکرد بهی، رویاپانوف کنترليتاب  ل :يديلک يهاواژه
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Abstract: In this paper, a novel controller is presented with an optimal approach for asymptotic stabilizing of a class of nonlinear time-

varying systems in presence of model uncertainties and external disturbances. The proposed controller has two nominal and robust 

parts and there are new ideas in designing of both of them. In the first part, a new ccontrol Lyapunov function is presented for the 

nominal controller design. The suggested structure of the proposed control Lyapunov function is different from the common versions. 

This function is designed in a way that a sliding surface equation is appeared in it directly and therefore, provides the possibility of 

combining the robust part (which is designed based on sliding mode control technique) with nominal one. This combination leads to a 

different sub-optimal control law where its discontinuous part switches based on the moment value of the sliding surface and the 

continuous terms will be designed based on the optimality approach. At the end of the paper, this controller is applied to a nonlinear 

time-varying inertia pendulum and the simulation results are given to confirm the performance and efficiency of proposed approach 

and verifying the theoretical achievements. 
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 مقدمه -1

هه نالياخ يهادر د مانيمتغ يهاسدددتميز و کنترل سدددير، آ با ز  ر 
سائل پ یکی 1)ناخودگردان( ست. علم ده و مهم يچياز م کنترل بوده ا

 یرخطيغ يهاسدددتميسددد ي، بر روکنترلمربوط به  یقاتياغلب تحق
ر با يمتغ یخط يهاسددتميا سددی[ 5-1] 2)خودگردان( متغير با زماننا

شده[ 6-7] زمان سیاند و در مقامتمرکز  مذکور، در  يهاستميسه با 
 يکمتر يهار با زمان، پژوهشيمتغ یرخطيغ يهاسدددتميحوزه سددد

جام شددددده اسددددت و  له يا برایان خاص،  يکاربرد يهامسدددد 
 یهنگام یدر حالت کل[. 8-10ه است ]شد یطراح هاییکنندهکنترل
ر با زمان را يو متغ یرخطيغ یسدددتم تحت کنترل، فرم کليکه سددد

که  باشددد یتر از حالتدهيچيار پيل آن بسدديابد، ممکن اسددت تحلییم
 ر با زمان نباشد. يمتغ یرخطيستم غيس

 يانه بريکننده بهکنترل یکنترل، طراح علمگر، در ید ياز سدددو
س يامر یرخطيغ يهاستميس سائل کنترليب ست. حل م  یار مهم ا
مدل  یرخطيغ يهاکينامیصددورت دبهسددتم يکه سدد ینه، هنگاميبه

 شددودیم 3بلمن -یجکوب -لتونيبه حل معادله هممنجر ،باشددد شددده
نه، در کل، معاد ت [. 11-12] فا ندارند.  یليحل تحل HJBمت سددد
 يمبنا بر یمختلف يهامتعدد، پاسدددخ يهاکيل، در تکنين دليهمبه

به شدددده اسدددت که منجر ارائهن معاد ت یا یبیا تقری يحل عدد
ندهکنترل ند ]یم 4نهيربهیز يهاکن ن یاز ا یدر برخ[. 13-15شدددو
ت ینهايبا ب ییهاينه در قالب سددريربهیز يهاکنندهها، کنترلکيتکن
در [. 16-17دارند ] يادهيچيکه سدداختار پ شددوند یحاصددل مترم 
ست آوردن  يبراکه، يحال سته، تنها ممکن ک کنترلیبد کننده فرم ب

ست تعداد محدود سریا يهااز ترم يا شوند. اين  ن نکته یها انتخاب 
ت ترم ینهايان بيمحدود از م يهاتوجه اسدددت که انتخاب ترمقابل
آن  يردایاثبات پا یدر حالت کلشود که ینه ميربهیز یبه پاسخمنجر

نشان داده  [17] مرج در  مثال، ي. برامواجه است ییهابا چالشز ين
ست که برا سی يا ش یساده، قانون کنترل یرخطيستم غيک  از  ینا

سددتم يک سددیبه پاسددخ، منجر يهايترم از سددر 21انتخاب کمتر از 
نه يربهیکنترل ز يکردهایگر از روید یکیشود. یدار میحلقه بسته ناپا

مشکل [. 18-20] است يعدد يها، روشیرخطيغ يهاستميس يبرا
 یگو وابست کنندهکنترل يها، عدم وجود فرم بسته بران روشیا یاصل
 ه است.يط اولیبه شرا آن

افتن پاسددخ ی يها بر روشددتر پژوهشيگر، تاکنون بید ياز سددو
ر با ينامتغ یرخطيغ يهاسدددتميسدددمرتبط با  HJBمعاد ت  یبیتقر

از  يارياسددت که در عمل، بسدد ین در حالیاند. ازمان متمرکز شددده
ستند. يو متغ یرخطيمعاد ت غ يها داراستميس  یطراحر با زمان ه

 HJBبه حل معاد ت ها، منجرسددتمين سددیا ينه برايکننده بهکنترل
حل تر و دشدددوارتر از دهيچيشدددود که به مراتب پیر با زمان ميمتغ

ستم HJBمعاد ت  سي ست و بالطب ، ينامتغهاي مربوط به  ر با زمان ا
 . [12] ندارد یليز، حل تحلين تن معاد یا

 یطراح در مؤثر يهددااز روش یکی  5یاپددانوف کنترليددتدداب  ل
  ست.ا یرخطيغ يهاستميس يبرا ینگيکرد بهیکننده با روکنترل

 ک ینشان داد که اگر [ 21]مرج   در 1989سال  سونتاگ در

CLF بناي بر مکننده ک کنترلیافت شود، ی یرخطيستم غيس يبرا
 ،علاوهسازد. بهیمدار ی، پایطور مجانبستم را بهيوجود دارد که س آن
 نه ارائهيربهیک پاسخ زیستم، يس HJBاسات معادله کرد مذکور بریرو
ر با زمان فرمول سونتاگ ينسخه متغ 1999در سال [. 21-22دهد ]یم

ر ر با زمان با ديمتغ یرخطيغ يهاستميکنترل س يبرا 6مبزیتوسط پرا
 [. 23] نه مورد نظر توسعه داده شدیگرفتن تاب  هزنظر

معاد ت اهميت اسدددت که  زاین نکته حائاز طرف دیگر توجه به 
HJB يهاتيقطعگرفتن عدم)بدون در نظر ینام يهاسددتميسدد يبرا 

شات خارج شا شدهی( تعریمدل و اغت ست که در  یحالن در یاند اف  ا
 یاضدددیو مدل ر یواقع يهاکينامین ديب یشددده اختلافاتيعمل هم

از  یمعموً  ناشددها ها و عدم تطابقن اختلافیسددتم وجود دارد. ايسدد
مدل  يهاکينامیستم و دينامعلوم س ي، پارامترهایاغتشاشات خارج

 يکننده مقاوم برا. لذا ارائه کنترل[24] سددتم هسددتندينشددده سدد
ن يبر تضددمکه علاوه ينحور با زمان، بهيمتغ یرخطيغ يهاسددتميسدد
به  یابيمنظور دستز بهينه را نیک تاب  هزیستم، يس یمجانب يداریپا
ار ي، بسدددیلحاظ نما ی، در روند طراحمطلوب پاسددخ گذرا يهایژگیو

 مطلوب است.  
کننددده کنترل یطراح يبراد یددجددد يکردین مقددالدده، رویدر ا

ر يغمت یرخطيغ يهاستمياز س یدسته کلک ی يدارساز مقاوم برایپا
و مقاوم  یدو بخش نام يکننده داران کنترلیشددود. ایبا زمان ارائه م

 ینترلک یاپانوفيک تاب  لیاسددات ارائه ، برینام یاسددت. قانون کنترل
در  7ک سددطح لغزشیتعریف گردد. با اسددتفاده از یم ید طراحیجد

 یرخطيغ یک قانون کنترلی، يشنهاديپ یاپانوف کنترليساختار تاب  ل
سوئن قانون، بریشود. ایارائه م سطح لغزش مذکور،  سات مقدار   چيا

سات ابرکند. یم سطح، هنگامیا  يستم بر رويس يهاکه حالت ین 
بخش  و تنها بودهصفر  ینام یقرار گرفتند، قانون کنترل سطح لغزش

قانون کنترل  کياسدددات تکنکند. بخش مقاوم، بریعمل م یمقاوم 
ل اسددتفاده از سددطح يدلشددود؛ اما بهیم یطراح 8یکنترل مد لغزشدد
 یسددداختار متفاوت يدارا یبخش نام ،یاپانوف کنترليلغزش در تاب  ل

اسددت.  یلغزشدد کننده مدک کنترليکلاسدد يهانسددبت به نسددخه
 ینوف کنترلاپايشنهاد تاب  ليپدر  ینگيکرد بهیب با ادغام رويترتنیبد

ننده کک کنترلی، یلغزش کننده مدکنترل در طراحیمقاوم  با رویکرد
با زمان و  یرخطيغ يهاسدددتميسددد يدارسددداز برایپا  يدارامتغير 

، يشنهاديکننده پمقاله، کنترل يشود. در انتهایت ارائه ميقطععدم
ود. شیناخودگردان اعمال م یرخطيغ ینرسیستم پاندول ايک سیبه 

مذکور  ندول  پا با  و در  له  طول شدددود و ایين میپگوي بر روي مي
تم سددديک سدددیایجاد به نجرم کند کهتغيير میبا زمان  9لهيممؤثر
رد کیرو ییکارا يسددازهيج شددبینتاگردد. یر با زمان ميمتغ یرخطيغ
  کند.ید میيرا ت  دستاوردهاي تئوري مقالهج یو نتا يشنهاديپ
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 هيف اوليتعار -2
( را 2نه )یهمراه تاب  هز( به1ر با زمان )يمتغ یرخطيسدددتم غيسددد
 د:یرير در نظر بگیصورت زبه

(1) 
 

       , ,x f x t h x t u t 

(2) 
  

     


 
2

0
,J l x t u t dt 

که در آن   nx D R  بردار حالت(D   شدددامل مبد0x اسددت. 

د است(، ينامق یستم ناميمبد ، نقطه تعادل س  : [0, )n nf R R 
و  : [0, )n nh R R که یتوابع ته دريپ يات هر  يازابهکه  tوسددد

x D ند. همچنتز يشدددپيل ن،يهسدددت u t R و  یکنترل يورود

 ,l x t شود که پاسخیانتخاب م ينحون است و بهيمثبت مع یتابع 

 حاصل شود. ستميسحالت  يرهايمتغ يمطلوب برا يگذرا
ریپذليفرانسیوسته ديک تاب  پیگرفتن با در نظر  ,V x t،   تواب

a وb شوند یف میتعر ریصورت زبه ( /V x سطری  يک بردار 
 است(:

(3) 

  

         
 

 
 

, , ; , ,
V V

a x t f x t b x t h x t
x x

 

نهيربهیز یقانون کنترل u t  کرد که  یطراح ينحوبهتوان میرا

صل، با در نظريس سته حا دار ی( پا2نه )یگرفتن تاب  هزستم حلقه ب
 ارائه شده است. ین قانون کنترلیر ایز هيقضشود. در  یمجانب

د يد. فرض کنیريبگ( را در نظر 1ستم )يس[: 23] 1 هيقض  x

اپانوف ياست. اگر تاب  ل K متعلق به کلاتک تاب  ی

      , 0,V x t D R وجود داشته باشد که ينحوبه 

(4) 
 

              1 2, , ,x V x t x x t D R 

(5) 

 

      


   


, , where , 0
V

a x t x b x t
t

 

که در آن  1 و  . 2 هسدددتند و تواب   K متعلق به کلات تواب  .
a وbسات تاب  ل3ف )ی، طبق تعار اپانوف ي( و برا ,V x t  سبه محا

گردند؛ آنگاه، یم ,V x t ک یCLF اسدددات آن، قانون اسدددت و بر

( را 1تم )سيشود که مبد  سیف میر تعریصورت زنه بهيربهیز یکنترل
 سازد:یم یدار مجانبیپا

 

 

       

 
 

 



            
     

  

 

2

2

( ) ,

, , , ,

, 0
,

0 , 0

u t k x t

V V
a x t a x t l x t b x t

t t
b x t

b x t

b x t

 

(6) 
که  ,l x t م مناسب آن يو تنظ ف شده استی( تعر2نه )یدر تاب  هز

صهمنجر شخ سخ گذرا يهابه م از  .گرددیستم ميس يمطلوب در پا
شده [ 23يات اثبات در مرج  ]ئکه جزآنجایی صرفاًآورده  ست،  به  ا

در ( 6قانون کنترلی ) يگذاریبا جاگردد که ذکر این نکته اکتفا می
ستم (، پایداري مجانبی 1معاد ت ) صل برسي سته حا ساتحلقه ب  ا

پانوف يتاب  ل ا ,V x t بات می طه .گردداث بر ، علاوهینظر عملاز نق

 يورود ،سدددتم حلقه بسدددتهيحالت سددد يرهايمتغ ینبامج يداریپا
شته قبولی را نيز دا پاسخ گذراي قابلد یحالت با يرهايو متغ یکنترل

بودن و زمان هاي پاسددخ گذرا نظير ميزان نوسددانیباشددد. مشددخصدده
سب تاب   ست که تنظيم منا شست از معيارهاي مهمی ا ن ,l x t  در

 حصول آن تاثيرگذار است.

د. اگر تاب  مثبت یري( را در نظر بگ1) یرخطيستم غيس: 1نکته 

ر یپذليفرانسیوسته دين و پيمع  :V x D R ينحوموجود باشد به 

 یعنی( را برآورده سازد، 5که شرط )

(7)         ( ) , , where , 0V x a x t x b x t  

اسات تاب  آن بر bو  a يها( )که ترم6) یآنگاه، قانون کنترل V x 

کند. ین مي( را تضددم1سددتم )يسدد یمجانب يداریشددود( پایف میتعر
 ین کنترلد قانوين شکل موجب تولیبه ا یاپانوف کنترليانتخاب تاب  ل

شددود. چرا که ترم یسدداده م يبا سدداختار





0
V

t
ن نکته، یاسددت. ا 

جا یراحتبه يگذاریبا  V x يجابه ,V x t جه ينت 1 هيقضددددر

  شود.یم

 مسأله يسازستم و فرمولهيف سيتوص -3

مدل و  يهاتيقطععدم يناخودگردان دارا یرخطيسدددتم غيک سدددی
 د:یرير در نظر بگیصورت زسازگار به یاغتشاشات خارج

(8) 

 

 

       








  

1 2

2 3

1

, , ( , )

n n

n n n

x x

x x

x x

x f x t h x t u t d x t

 

که در آن   nx D R بردار حالت،D   شامل مبد0x  ست  کها

تواب  د است، ينامق یستم نامينقطه تعادل س   : 0,n
nf R R و

   : 0,n
nh R R شيتز یتوابع سته بهيپ ياتکهو  xدر ليپ  يازاو

xهر  D  درt ن،يهسددتند. همچن u t R و تاب   یکنترل يورود

نامعلوم  یرخطيغ ,d x t مدل و اغتشاشات  يهاتيقطعگر عدمانيب

 است. یخارج

تم سيس یمجانب يدارسازیمقاوم و پا یقانون کنترل یهدف طراح
 ياهبهبود پاسددخ يبرا ینگيکرد بهیکه در آن رو ينحوبا  اسددت به
 ، در نظر گرفته شود.یکنترل يانرژ يسازگذرا و حداقل

از  یعيوس دستهناخودگردان،  یرخطيغ يهاستميدسته از سن یا
شامل مستميس ستهن یرا، ایشود. زیها را  س د ها، نه تنها ستمياز 
ر با زمان را در بردارد، بلکه، يمتغ یرخطيغ يهاسدددتمياز سددد یبرخ

ر با زمان )يمرج  متغ يهاگناليسدد یابیمسددائل رد r t توسددط )

شش ميخودگردان را ن يهاستميس سائل، خطایدهد. در ایز پو  ن م
(e(t))  و مشدددتقات آن تا مرتبه 1 ،که در آن یدرجه نسدددب 

شددوند. یف مید تعریحالت جد يرهاينوان متغعبه ،اسددت سددتميسدد
د تایجد يرهاين متغیحالت ا ياست که، معاد ت فضا یهیبد 1
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ن، از آنجا که در يهسدددتند. همچن( 8ر مشدددابه معاد ت )ين متغياُم
شتق  ر حالت )ين متغياُمم e t شتق س(، م گنال مرج  ياُم 

ر با زمان )يمتغ   
r tشددود، لذا، معادله یم ظاهر ميطور مسددتق( به

که د یحالت جد ين، معاد ت فضایاست. بنابرا nxآن مشابه معادله 
 ي( و بعد8ساختار معاد ت ) است، حالت خطا يمعاد ت فضاهمان 

 ستم دارند.يس یبرابر درجه نسب

 کنندهکنترل يطراح -4

ر یصورت زبه ياکننده، کنترلیکنترل فاهدا يسازمنظور برآوردهبه
 شود:یشنهاد ميپ

(9) 
  

       1 2u t u t u t 

که در آن 
1( )u t و یترم نام 

2( )u t اسدددت  یترم مقاوم قانون کنترل
 شود.یم ارائهها آن یطراح روندکه در ادامه 

 يکننده نامکنترل يطراح -4-1
 ف کرد:ير توصیصورت زتوان بهی( را م8ستم )يس یمدل نام

(10) 

 

 

     








 

1 2

2 3

1

1, ,

n n

n n n

x x

x x

x x

x f x t h x t u t

 

 

گددرفددتددن سدددددطددح لددغددزش ، بددا در نددظددریاز طددرفدد


 
    1 1 2 2 1 1( ) .... n n nt c x c x c x xمقدداد هددا icر یکدده در آن 

، گرددتز یهرو 15در رابطه  Aماتریس شددوند که یانتخاب م ينحوبه
)سطح لغزش ير را بر رویتوان رابطه زیم )t حالت  يرهاين متغيب
 ستم نوشت:يس

(11) 
 

 
 

     1 1 2 2 1 1....n n nx c x c x c x 
 :بازنویسی نمودر یصورت زتوان بهی( را م10ستم )ين، سیبنابرا

 

(12) 
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 





     

1

1 2

2 3

1 1 1 2 2 1 1

, ,

.... ( )

n n n

n n n

x f x t h x t u t

x x

x x

x c x c x c x t

 

 است: ارائهر قابل یمعاد ت فوق در ساختار ز
 

(13) 
 

      1
1, ,

n

X
x f x t h x t u t

x

 
   
 

 

 که در آن

(14) 
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g h x t
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 ر است:یصورت زبه Aتز یس هرویماترو 

(15) 

 

 

      

 
 
 
 
 
 
     1 2 3 1 1 1

0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0

0 0 0 1

n n n

A

c c c c

 

 یدارسددداز مجانبیپا یقانون کنترل ین بخش، هدف طراحیدر ا
( بازنویسددی شددده 13فرم )که به باشدددی( م10) یسددتم ناميسدد يبرا

 ر را حداقل سازد:ینه زیکه تاب  هز ينحو؛ بهاست

(16) 
 

     


 
2

10
,J l x t u t dt 

ده گرفته یا CLF ين هدف، از استراتژیا يسازبرآورده يدر راستا
ارسددداز دیپا یک قانون کنترلید، یاپانوف جديک تاب  لی یو با معرف
جانب ئه م ینگيکرد بهیبا رو یم با در یارا تدا  مه، اب شدددود. در ادا
 ریپذليفرانسید وستهيگرفتن تاب  پنظر V xف تواب  ی، و تعرa وb 

ساز مجانبیپا ی(، قانون کنترل17صورت )به ( 13ستم )يس يبرا یدار
 رد.يگیقرار م یکرد مورد بررسین رویا ینگيسپس، بهگردد؛ یارائه م

(17) 
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V
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V
b x t L V h x t
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د. یري( را در نظر بگ13ر با زمان )يمتغ یرخطيستم غيس: 2 هيقض

 ریپذليفرانسددیوسددته دين و پياگر تاب  مثبت مع V x شددده در ارائه

 .شود لحاظ یاپانوف کنترليک تاب  لیعنوان ، به(18رابطه )

(18) 

 

 
  


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2
1 1
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1

2
T

V x V

X PX

 

که در آن  
 

    1 1 2 2 1 1( ) .... n n nt c x c x c x x .ن، يهمچن اسددت

 0TP P  اپانوف يمعادله ل يکتایپاسدددخ  TPA A P Q  با هر

 0TQ Q   دلخواه اسدددت وA  ( 15شدددده در )فیس تعریماتر
شدیم  يازا( و به17ف )یآنگاه، با توجه به تعار .با V x (18) قانون ،

 کند.ین مي( را تضم13ستم )يس یمجانب يداریر، پایز یکنترل
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(19) 

شود که یثابت من قسمت، ابتدا یدر ا:  اثبات V x شده فیتعر

ر با يغمت یرخطيسددتم غيسدد يبرا یاپانوف کنترليک تاب  لی( 18در )
ست. بر13زمان ) سات نکته ( ا شد، ینکه ایا ي، برا1ا صادق با ن امر 

اسددت، تاب   یکاف V x( را برآورده سددازد؛ چرا که، تاب  7، شددرط )

 V xطور ر زمان بهيسددتم اسددت و متغيسدد يهااز حالت ی، تنها تابع

ستق س يبراشود. یم در آن ظاهر نميم شرط، یاصحت کردن یبرر ن 
ابتدا عبارات  ,a x t  و ,b x t گردد:یر محاسبه میصورت زبه 
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(20) 

 و
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(21)  
که  ید نشددان داد که در نقاطیحال، با  , 0b x t یعنی  اسددت

 , 0nh x t ( برقرار است. با توجه به ا7، شرط )0 نکه،یnh   در

جه يرا نت بودن ، صددفرbبودنه شددده اسددت، لذا، صددفرنظر گرفت
 :ر برقرار استین نقاط، رابطه زین، در ایدهد. بنابرایم

(22) 

 

 

 

 
 

  
   

   





11

1

1
1

1

0
, 0

,n

AXV
a x t

f x tX

V
AX

X



 

که  ینقاط ي(، برا13، با توجه به رابطه )یاز طرف 0  ،اسددت
1 1X AX ا ن، بين مطلب و همچنیان، با توجه به یباشدددد؛ بنابرایم

 :ر برقرار استیز يتساو يارهيزنج يريگتوجه به قاعده مشتق
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(23)   
که  یلذا، در نقاط  , 0b x t یعبارت ا بهی  اسددت، با انتخاب  0

 




  1 1

0

Tx X QX( محقق م7، شدددرط )ن، تاب  یشدددود. بنابرای

 V x د است.یجد یاپانوف کنترليک تاب  لی(، 18در ) يشنهاديپ 

س19کننده )حال، با توجه به کنترل ر با يمتغ یرخطيستم غي(، 
 شود:یم یسیر بازنویصورت زحلقه بسته بهزمان 

(24)  
 

        1, , ,x f x t h x t k x t 

ر با زمان است، لذا، اگر يمتغ یستمي(، س24) یرخطيستم غيچون، س

  V W x  شد که در آن با W x ستيمثبت مع یتابع آنگاه  ،ن ا

دار ی( پا24ستم )يس، ذکر شده استپيوست که در  4 هيقضاسات بر
شتق یمجانب ست. لذا، با م از  يريگا V xستا س ي، در را  يرهايم

 ینیگزی( و جا24ستم )يس 1 ,k x t ( دو حالت اتفاق 19از رابطه ،)

است که ینقاط يازاافتد. حالت اول، بهیم 0ن نقاط، یاست. در ا
 :ر برقرار استیز يتساو

(25)        
2 2

, , where 0nV x a x t l x t h    

  

 

ر یشددود، چون عبارت زی( مشدداهده م25) از رابطهطور که همان
ست، یراد کال همواره مثبت ا V x ست و با انتخاب  یهمواره منف ا

      
2 2

, , nW x a x t l x t h ستم حلقه يس یمجانب يداری، پا

سته ) که  ی( در نقاط24ب 0 ست، اثبات م ن، در يشود. همچنیا
که  ینقاط 0 شتق ست، با م از  يريگا V x ،ساو ر برقرار یز يت

 :شودیم

(26)  
 

      , where 0V x a x t 

شان داده شد( 23)طی رابطه طور که در و همان ، چون ن V x ک ی

پانوف کنترليتاب  ل قاط یا که  یاسدددت، در ن 0  باشددددیم ،

 


 1 10
, Ta x t X QX نابرا ناح ين، برایاسدددت. ب قاط  مه ن ه يه

  0,D، را  یمجانب يداریشدددرط پا مشدددتق زمانی تاب  لياپانوف

(، 24ر با زمان حلقه بسته )يمتغ یرخطيستم غيسازد و سیبرآورده م
شان داده م یدار مجانبیپا ست. در ادامه، ن  یشود که قانون کنترلیا
 نه است.يربهیک پاسخ زیر با زمان يمتغ HJB( نسبت به معادله 19)
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 يکننده نامکنترل ينگيکرد بهيرو يبررس -4-2
 بهن مس له منجرید. ایري( را در نظر بگ16نه )یتاب  هز( و 13ستم )يس

ل يفرانسیکه از نوع معاد ت د شودیر میر با زمان زيمتغ HJBمعادله 
 :است یجزئ

 

(27) 
 

      
2* * *1

, , , 0
4

V V V
f x t h x t l x t

t x x

   
    

   
 

 که

(28) 
 

  
 

     


 
1

2*
1

.
, min ,

tu
V x t l x t u d 

تاب   * ,V x t  به آن مقدار  ند،یگویم تاب  بلمنا یتاب  مقدار که 

دهد. اگر معادله ینشددان م ياهينه را با هر شددرط اولیتاب  هز ینگيبه
HJB  حل شود و * ,V x t ساز نهيبه یکنترل يافت شود، ورودی*

1u 

 شود:ین ميير تعیصورت زبه

(29)  

 
  

*
*
1

1
,

2

T V
u h x t

x


 


 

د یسدددت. لذا، بايدر عمل ممکن ن V* یليکردن پاسدددخ تحلدايپ یول
(، در ساختار 19) يشنهاديپ یاگر قانون کنترل افت.یآن  يبرا یبیتقر

 :شودیر برقرار میز يتساوآنگاه ده شود، ی( د29معادله )

 

        
 

       

 

       

 





 
 

     
    

     
 





                 
         
 

 
 
 

22

1

2 2

2 2

2

, , , ,

,

, , , ,

,

2 , , , ,
1

2
,

n

n

T

T

a x t a x t l x t h x t
u

h x t

V V V
f x t f x t l x t h x t

x x x

V
h x t

x

V V V V
f x t f x t l x t h x t

x x x x
h

V
h x t

x

 

(30) 
 يبرا یبیک حل تقریتوان یم (،29( و )30سدده سدداختار )یبا مقا




*TV

x
 ر انتخاب کرد:یصورت زبه 

 

 
                 
          

  
 
 

2 2

*

2

( , ) ( , ) , ( , )

2

( , )

T

T

V V V V
f x t f x t l x t h x t

x x x xV

x V
h x t

x

 

(31)  
 

قانون کنترل قانون نزدی(، 19) یلذا،  به بهیک  نه يبهریا زینه يک 
 باشد.یم

 کننده مقاومکنترل يطراح -4-3

 یلغزشدد مدک يتکن مقاوم براسددات یک ترم کنترلین قسددمت، یدر ا
شات خارج يهاتيقطعمنظور غلبه بر عدمبه شا  یطراح یمدل و اغت

شد، افزوده م یو به ترم نام د. اگر بخش شویکه در بخش قبل ارائه 
 شنهاد شود:ير پیصورت زکننده بهمقاوم کنترل

(32)  
 

        1
2 , sgnnu t h x t 

 برقرار است. بهره  ير برایکه شرط ز

(33)  
 

      0x 

و در آن، ثابت  0 ست و تاب  معلوم و مثبت 0 ا  x  ي، باند با 

 شود:یر فرض میترم نامعلوم ز

(34)  
 

  ( , ) ( , )nh x t d x t x 

با رو یرخطيکننده غن صدددورت، کنترلیدر ا قاوم  ا ر ینگيکرد بهیم
سات ( بر8ر با زمان )يو متغ یرخطيستم غيس يتوان برایم ضا  هيق
 . دادر ارائه یز

ض ( را در 8)ن يو نامعر با زمان يمتغ یرخطيسددتم غيسدد :3 هيق

سته ستم حلقيس یمجانب يداریر پایز ید. قانون کنترلیرينظر بگ ه ب
 کند. ین ميتضم ینگيکرد بهی( را با رو8)

(35) 

 

 

 
     

     

1 2

1
1 , sgnn

u t u t u t

u t h x t 

 

 
 

که  1u t  و 2u t ندائه شده( ارا32( و )19) روابط ب دريترتبه. 

ر با يو متغ یرخطيسددتم غي( را در سدد35) یقانون کنترل :اثبات

 د:يکن يگذاری( جا8زمان )

(36) 

 

 

         








   

1 2

2 3

1

1 2, , ( , )

n n

n n n

x x

x x

x x

x f x t h x t u t u t d x t

 

س14)شده در رابطه عبارات ذکربا توجه به  ستم با  را ي(، معاد ت 
 ف کرد:ير توصیفرم زتوان بهیم

(37) 
 

      
 

     
 

1
1 2( , ) ( , ) ,

n

X
x f x t h x t u t u t d x t

x
 

با  درنظر  یرخطيستم غيس ي(، برا18مشابه ) یاپانوفياگرتاب  ل
 :ر استر برقرایز يتساون تاب ، یاز ا يريگگرفته شود، آنگاه با مشتق

 

 

     

     

    

    

 

 
 
 


   



   



 
   
 

  
      

1

1

1
1 2

1 2

1 1
1 2

1 2

V x V

V
x x

x x

V
f h u t u t d

x

f h u t u t d
x

V V
f h u t u t d

x x

f h u t u t d
x x









 

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 

    

 

1

1

1

1 1 1 1 1
1 2

1 2 1

0

0

1 2 1

0

0

,

0

0

,

n n

V
n

X

n n

n
X

V V V V V
f u t u t d

x x x x x

h x t

f
x x x x x

h x t

    
















 
  
            
      
  
    

 
  
         
     
     

    

 

 

    

        

1 2 1 1 2

1 2

1

1
1 2

0

1
0

,

(

, ,

n

n

n n

f c c c u t u t d
x

h x t

u t u t d

V
f

x

V
f f h x t d h x t u t u t

x x










 







   







 
 
  
 
 
 

  
       

(38)  
جا  يگذاریبا  1u t   و 2u t  ( 38در ،)ر برقرار یز يتسددداو

 :شودیم

 

   

 
      

 

   

      

   








 


 

  



 
   


 

 






 
    
 

   

1

22

1

221

,

, , ,
,

,

, sgn

, , ,

, sgn

n

n

n

n

n

n

n

V
V x f f h x t d

x x

a x t a x t h x t
h x t

h x t

h x t

V
f f a x t a x t h x t

x x

h x t d

 

(39)  
 :ر برقرار استیز يتساو(، 20، با توجه به رابطه )یاز طرف

(40)  
 

  



 

 
 

1 ,
V

f f a x t
x x

 

عبارت (، 39( در )40) يگذارین، با جایبنابرا V x برابر است با 

           
22

, , , sgnn nV x a x t h x t h x t d           

(41)    
با انتخاب  ر برقرار یعبارت ز(، 34( و )33براسدددات ) حال، 

 :است

 

        

         

    

22

22

0

22

0

, , ,

, ,

, ,

n n

n

n

V x a x t h x t h x t d

a x t h x t x x

a x t h x t

   

     

  

    

     

   

         

 

(42)   
( را 37سدتم حلقه بسدته )يسد یمجانب يدارینکه بتوان پایا يبرا

تاب  ينت فت،  جه گر    
22

0, ,na x t h x t    بت یبا د مث

اسدددت؛ چراکه هر دو ترم  یهین تاب  بدیبودن ان باشدددد. مثبتيمع

    
22

, ,na x t h x t  و 0 ن تاب  ین، ایمثبت اسددت. بنابرا

ست که هر دو تاب   یهنگام شند. با همزمان  و  aصفر ا صفر با
صفر23توجه به ) شد،  که  یشرطبه aشدن (،  صفر با هم برابر 

 دهد: یجه مينت
 

(43)  
  

  


    1 1 10
, 0 0Ta x t X QX X 

 

ب يترک nxدهد که یجه مي، نتشدددن گر صددفرید ياز سددو
صدددورتبه 1X يهااز حالت یخط 

    1 1 2 2 1 1...n n nx c x c x c x

ست صفرا صفرو  1Xشدن همزمان . لذا،   يرهايشدن همه متغ، 
ن، تددابدد  یدددهددد. بددنددابددرایجدده مدديددحددالددت را نددتدد

    
22

0, ,na x t h x t   تابع بت مع ی،  ن اسدددت. در يمث

ن يددجدده، بددا انددتددخدداب تددابدد  مددثددبددت مددعدديددنددتدد

      
22

0, ,nW x a x t h x t     ،شرط پایداري مجانبی

    V x W x  صل  یشود که قانون کنترلیشود و اثبات میمحا

      1 2u t u t u t سته )يس یمجانب يداریپا ( را 37ستم حلقه ب

 کند.ین ميتضم ینگيکرد بهیبا رو

شاهده مهمان :2تذکر  ش مدک يشود، تکنیطور که م که  یلغز

 مد یمعمول يهاشده است، با نسخه یاسات آن طراحبخش مقاوم بر
ش ست. در  یلغز ش مدمتفاوت ا س یلغز سمت اول قانون کيکلا ، ق
 يهاشددوند که ترمیم یطراح ينحووسددته آن، بهيپ يهاترم ،یکنترل

ک ي[. اما در تکن2( صددفر شددوند ]معلوم مشددتق سددطح لغزش )
سته قانون کنترلي، ترم پيشنهاديپ د که شویم یطراح ينحوبه، یو
 در آن لحاظ گردد. ینگيکرد بهیرو

  يسازهيشب -5

شان ين بخش، برایدر ا ن را ، آيشنهاديکننده پکنترل ییدادن کاران
ج یر با زمان اعمال کرده و نتايمتغ ینرسددیسددتم پاندول ايک سددیبه 
 شوند.ینشان داده م يسازهيشب

 ياهطور که در شکلر با زمان همانيمتغ ینرسیستم پاندول ايس
ست، 1 شده ا شان داده  صفحهیشامل  ن  11اريس گويله و ي، م10ک 

ن یا یاضدددیکند. معاد ت ریله حرکت ميدر طول مدر که اسدددت 
 [:25-26ر است ]یصورت زستم بهيس

 

(44) 
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 که در آن

(45) 
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با زمان ريمتغ ينرسيپاندول اساختار  :1شکل 
 

, , ,p b m vm m m c  و  t سدددکوز، جرم یو ییرايب میب، ضدددريترتبه

به پاندول اسددت و  یله، جرم صددفحه و گشددتاور اعمالي، جرم ميگو
0ز ين نيشتاب گرانش زم 9.8( / )g N kg  .در نظر گرفته شده است

شددددن گوي سددديار و حرکت آن بر روي ميله، با  و پایيندر واق  با 

طول مؤثر ميله یعنی  y t  سيار از نقطه گوي که فاصله بين جرمO 

کند و یک سددديسدددتم با دهد، مرتباً با زمان تغيير میرا نشدددان می
در سدديسددتم مذکور  پارامترهاي متغير با زمان حاصددل می شددود.

  0.1 1y t داده شددده  1 جدول درز ير پارامترها نی. سددااسددت

گشدتاور  یهدف، طراح اسدت.  t که  ينحواسدت به  t را در 

صدددورت الت بهح يرهاين، با انتخاب متغیرگوله کند. بنابرا  هیزاو

       1 2, /x rad x rad s یکنترل يو ورود    u t t ،

 ر نوشت:یصورت زحالت را به يتوان معاد ت فضایم

(46) 

 

  
          

    
     

       

21

1 1 2 2 32

0

sin ,

xx
u

y x y y x yx

 
1که در آن  2,   و3 شوند:یف میر تعریصورت زبه 

 

(47) 

 

 

 

 
 
 

 
   
 

 
 














0 0

1 2
0

2 2
0

3 2
0

( )

2
( ), ( )

1
( )

m

m

v m

m

m

P m g y t
y t

I m y t

c m y t y t
y t y t

I m y t

y t
I m y t







 

که يفرض کن پارامتر  یناشددد يهاتيقطععدم يدارا 2د  از 
ندازه vcنامعلوم   قيردقيغ يريگو ا y t نابرا را  2ن، یاسدددت. ب

 ر نوشت:یشکل زتوان بهیم

(48) 
 

  

 
    

   

 

 

2 3

2 3

, 2

ˆ , ( )

v my y y c m yy

y y y t

 

  
 

نام 2̂که در آن  مت  )و  2و معلوم  یقسددد )t نامعلوم  ترمک ی
 يهاتيقطعشدددامل همه عدم

2
با فرض   اسدددت.  0 1vc  و

 يمم خطایماکز 0.5 /rad s ن يدر تخمy ،( ) 1t دسددت به

ساختار46رابطه ) نید. بنابرایآیم شابه ) ي(  توان آن ی( دارد و م8م
 ر نوشت:یصورت زرا به

 

       
   



     
      
    

2

1 1 2 2 3

1

2

0

ˆ( ) sin ( ), ( ) ( )
,

f h

x

y t x y t y t x y t

x
u d x y t

x   

  

 

(49)   
که در آن    2, ( )d x y t t x نامعلوم ی تاب   با فرض  اسدددتک  و 

( ) 1t  رابطه 2d x برقرار است . 

 
 با زمان ريمتغ ينرسيپاندول ا يمشخصات اجزا :1جدول 

اجزاي پاندول 
 متغير با زمان

فاصله مرکز جرم از  (kgجرم ) (mاندازه )
O (m) 

0.044 صفحه

0.063

p

p

a

b




 

0.0713pm  0.01pd  

1bL ميله  0.29bm  0.5bd  

0.05mr سيار يگو  0.5025mm   y t 

 
در برابر  دارسدداز و مقاومیپا یرخطيکننده غکنترل یطراح ،هدف

ترم نامعلوم   ,d x y t گرفتن تاب  با در نظر( 49سددتم )يسدد يبرا

در مجموعه ر ینه زیهز 2
1 2: & 1D x R x x    .است 

 است:

(50) 
   

     22 2
1 2 10

10J x x u t dt


   

 يازاو به( 19) رابطه با توجه به حال،  2
1

1 1

2 2
V x x    که

در آن
1 2x x    و اسدددت 2 2

1 210l x x   ترم نامی

 قانون کنترلی 1u t ن، با انتخاب پارامتر يشدددود. همچنیم یطراح

9.8  ،ترم مقاوم  2u t گردد.یم یطراح 

مختلف ارائه شده است. در  يوهایسنار يبه ازا يسازهيج شبینتا
تددرم نددامددعددلددوم  ،اول  يویددسددددنددار  ,d x y t  صددددورت بدده

   2, sin( )d x y t x t تا حاظ شدددده اسدددت و ن حاصدددل از یل ج 

ست.  4تا  2 هايشکلها در يسازهيشب شده ا شان داده   2شکل ن
سخ زمان س يرهايمتغ یپا شان ميحالت  سته را ن . دهدیستم حلقه ب
 3 يهاب در شکليترتز بهينه نیو تاب  هز یکنترل يورود یپاسخ زمان

دادن کارایی روش منظور نشدددانبهنشدددان داده شدددده اسدددت.  4و 
شنهادي، روش مذک راي ب تازگیور با یک روش کنترلی بهينه که بهپي

شددده ، مقایسدده گردیده [ ارائه27مرج  ]هاي غيرخطی در سدديسددتم
ته [27] اسددددت. در مرج  نه براي دسددد اي از قانون کنترل بهي

 اسات روش حل عددي حاصل گردیده استهاي غيرخطی برسيستم
به ان داده شده است، روش مذکور منجرنش [ 27]طور که در و همان
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هاي  نه توسدددط متغير هاي بهي لت میطی مسدددير با در  .گرددحا
شبيهگرفنظر سان، نتایج  شنهاديتن تاب  هزینه یک و  سازي روش پي

شکال  [27]روش عددي مرج   سه گردیدهبا ه 4تا  2در ا اند. م مقای
صددل از روش اهاي حدهد که پاسددخنشددان می هاسددازينتایج شددبيه
دم تفاوت عد. نباشیمبه نتایج تحليل بهينه نزدیک  اريبسپيشنهادي 

 سازي روش پيشنهادي با نتایجهشده در شبيج ارائهمحسوت بين نتای
شنهادي27مرج  ] نمودن در دنبال [ گویاي عملکرد مطلوب روش پي

 باشد.مسير بهينه می
باشددد که بر آن روش پيشددنهادي این مزیت را نيز دارا میعلاوه

خلاف رب ،ساختار قانون کنترلی پيشنهادي داراي یک فرم بسته است
وابسدددته به  هاي حل عددي که قانون کنترلی حاصدددل کاملًاروش

شرایط اوليه باید تمام روال حل عددي  ست و با تغيير  شرایط اوليه ا
 براي شرایط اوليه جدید تکرار گردد.  مجدداً

 
 :  پاسخ زماني متغيرهاي حالت سيستم حلقه بسته2شکل 

 

 
 يکنترل ي:  پاسخ زماني ورود3شکل 

 

 
 نهيپاسخ زماني تابع هز: 4شکل 

کننده پيشنهادي شود، با اعمال کنترلطور که مشاهده میهمان
ها، از مقادیر اوليه قطعيتبه پاندول، متغيرهاي حالت در حضددور عدم

صفر همگرا می شوند و در نتيجه خود به   t نيز به زاویه مطلوب

 پاسدددخ گذرا نيز  هايعلاوه، ویژگیبه .شدددودرگوله می مطلوب 
 شود.خوبی دیده میبه

شده در جدول ه متفاوت دادهيط اولیشرا يازاگر بهید يویشش سنار
ضافه50شده در رابطه )نه ذکری، تاب  هز2شماره  ک ینمودن ( و با ا

( 49شددونده به ورودي کنترلی در رابطه )جم  یگنال اغتشدداشدديسدد
ته پذیرف جام  قاومان تا دو موضدددوع م ند  بودن و عملکرد بهينه روش ا

موارد ت ثير سددديگنال  پيشدددنهادي مورد بررسدددی قرار بگيرد. در این

تاب  اغتشددداشدددی جم  نده در  شدددو  ,d x y t  حاظ شدددده و ل

ازاي ها بهسازيشبيه     2, sin( ) 0.5cos( )d x y t x t t  صورت

 يویمربوط به هر شش سنار يسازهيد در شبن مواریاپذیرفته است. 
ه نیتاب  هز ییشدداخم مقدار نها يج آن بر مبنایمختلف اعمال و نتا

رفته نشان از یپذصورت يهايسازهيارائه شده است. شب 2در جدول 
نظر عملکرد مقاوم آن و چه از نقطه يشنهاديعملکرد مناسب روش پ

 يوهایک از سدددناریدارد. در هر  یینه نهایچه از نظر مقدار تاب  هز
س يشنهادينه پی، مقدار تاب  هز2شده در جدول ارائه ه ک بیار نزديب

باشد.  زم به ی[ م27نه حاصل از اعمال روش مرج  ]یمقدار تاب  هز
ست که روش مرج  ] يادآوری س يک روش عددی[ 27ا از  يار قويب

طه تاينظر عملکرد مطلوب و بهنق جدول ینه اسدددت و ن  يایگو 2ج 
مختلف با درصددد  يوهایدر سددنار يشددنهاديعملکرد مطلوب روش پ

ه نکت باشددد. یم يشددنهادينه پیاسددات شدداخم تاب  هزتفاوت کم بر
ج حاصدددل از اعمال روش پيشدددنهادي توجه این اسدددت که نتایقابل
اسدددات یک قانون کنترلی با حل تحليلی و داراي یک فرم بسدددته بر

ست  شرایط اوليه عوضا صورتی که روش نمی که با تغيير  شود در 
آوردن  دستبل عددي است که کل مراحل [ یک روش ح27مرج  ]

 سيگنال کنترلی با هر تغيير شرایط اوليه باید مجدداً انجام شود.
 

 ها در سناريوهاي مختلفسازينتايج شبيه :2جدول

 

 يريگجهينت -6

کرد ید با رویدارسددداز مقاوم جدیکننده پاک کنترلین مقاله، یدر ا
ناخودگردان ارائه  یرخطيغ يهاسددتمياز سدد يادسددته ي، براینگيبه

نام يکننده داران کنترلی. اشدددد با در  یدو بخش  و مقاوم بود که 
ر ه یشدند. در طراح یو مقاوم طراح ینگيبه يکردهایگرفتن رونظر

صدددورت گرفت.  يدیجد يهايپردازدهیا ،کنندهن کنترلیدو بخش ا
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ئه یا ين نوآوریترمهم له، ارا قا تاب  لین م پانوف کنترليک  د یجد یا
ا ن، از آنجير با زمان مورد مطالعه بود. همچنيمتغ یستم ناميس يبرا

ا، هتيقطعسددتم حلقه بسددته در حضددور عدميسدد یمجانب يداریکه پا
تاب   کین تاب ، یشود، لذا این ميتضم يشنهادين تاب  پيتوسط هم

ساختار تاب  ل یاپانوف کنترليل ست.   ينحو، بهیاپانوف کنترليمقاوم ا
ستق سطح لغزش م شد. يبود که معادله  ستفاده   منظوربهماً در آن ا

بودن روش کنترلی پيشددنهادي، روش مذکور بر دادن کاربردينشددان
ی ها کارایسازيير با زمان اعمال شد. نتایج شبيهروي یک پاندول متغ

 روش پيشنهادي را نشان دادند.

 وست يپ

 د:یرير را در نظر بگیستم زيس: 4 هيقض

(51)  
 

   ,x f x t 

که در آن،    nx t D R  بردار حالت وD شددامل مبد   يامحدوده

0x  و  باشدیم     , : 0n nf x t R R وسته و يپ ياتکه یتابع

، 0tهاي اگر براي همه زمان ،ن صورتیدر اتز است. يپشيل یمحل

  0, 0f t  ،0( اسددت. اگر 51) يمبد  نقطه تعادل براباشدددx  

بد  سددد تاب  پ( 51)سدددتم يم ته ديباشدددد و  ر یپذفرانسدددلیوسددد

    , t : 0,V x D که ينحوافت شود بهی 

(52)  
 

 
     

   

 

 
  

 

1 2,

,

W x V x t W x

V V
f x t W x

t x

 

که در آن،  1W x ، 2W x  و W x وسددته ين پيتواب  مثبت مع

0xآنگاه، نقطه تعادل  ؛هستند [2] کنوا استی یدار مجانبی، پا. 
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1 Time-varying / non autonomous 
2 Time-invariant / autonomous 
3 Hamilton Jacobi Belman (HJB) 
4 Suboptimal Controllers 
5 Control Lyapunov Function (CLF) 
6 Primbs 

7 Sliding Surface 
8 Sliding mode control (SMC) 
9 Beam 
10 Plate 
11 Travelling Mass 

                                                 


