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یرو مروبه یمحاسبات یدگیچیکاهش پ نیبسته و همچن-حلقه یداریپا نیتضم یبا دو چالش اساس دیبریها یهاستمیس نیبشیکنترل پ: دهکیچ

مدل  نیبشیتوسط کنترل پ یکینامید یمرکب منطقتوسط مدل  شدهتوصیف دیبریها یهاستمیس بسته-حلقه یینما یداریمقاله، پا نی. در اباشد
 دیق لیتحم جایهب ستم،یحالت س یرهایمتغ تینهایبر نرم ب یمبتن اپانوفیتابع ل کیبودن نزولیمنظور، استفاده از شرط  نیا یا. برشودیم لیتحل

بسته با -حلقه یینما یداریپا نیتضم طی. شراشودیم شنهادیپ یکینامید یمرکب منطق یهاستمیمدل س نیبشیکنترل پ مسئلهدر  یینها یمساو
با استفاده  ن،یا برعلاوهاست .  یمحاسبات یدگیچیکننده و هم از نظر پکنترل یسازادهیهم از نظر پ یعملکرد بهتر یدارا یشنهادیپاستفاده از روش 

 ترینمهماز  یکی تواندیامر م نیو هم باشدیوابسته نم ستمیس ینیبشیبسته نقطه تعادل به مقدار افق پ-حلقه یینما یداریپا طیروش، شرا نیاز ا
مرکب  یهاستمیس یمدل برا نیبشیکنترل پ یبنددر فرمول اپانوفیتابع ل بودننزولیروش در نظر گرفته شود. با استفاده از شرط  نیا یایمزا

 مسئلهشده، شنهادیعملکرد روش پ یبررس منظوربه. دیآیدست مکمتر به اریبس یکنترل با حجم محاسبات گنالیس نهیربهینسخه ز ،یکینامید یمنطق
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Abstract: There are two main challenges in control of hybrid systems which are to guarantee the closed-loop stability and reduce 
computational complexity. In this paper, we propose the exponential stability conditions of hybrid systems which are described in the 
Mixed Logical Dynamical (MLD) form in closed-loop with Model Predictive Control (MPC). To do this, it is proposed to use the 

decreasing condition of infinity norm based Lyapunov function instead of imposing the terminal equality constraint in the MPC 
formulation of MLD system. The exponential stability conditions have a better performance from both implementation and 
computational points of view. In addition, the exponential stability conditions of the equilibrium point of the MLD system do not 
depend on the prediction horizon of MPC problem which is the main advantage of the proposed method. On the other hand, by using 
the decreasing condition of the Lyapunov function in the MPC setup, the suboptimal version of the control signal with reduced 
complexity is obtained. In order to show the capabilities of the proposed method, the stabilization problem of the car suspension system 
is studied. 
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 مقدمه -1

های دینامیکی هستند که ، سیستم[1] هایبرید دینامیکی هایسیستم
های حالت و سیییسییتم-های دینامیکی پیوسییتهاز ترکیب سیییسییتم

این کلاس خاص از  اند.تشییکیل شییده [2] 1دینامیکی رویداد گسییسییته
فراوان در صییینایع  یکاربردهادلیل های اخیر، بهها، در دههسیییتمسیییی

اند. برای مثال، در یک مدار الکتریکی واقع شده موردتوجهبسیار  ،کنترل
تریکی وانین الک، ولتاژ و جریان با توجه به قیدزنیکلعملیات مبتنی بر 

صیورت پیوسیته نسیبت به زمان و همچنین بهصیورت حاکم بر مدار، به
به نند.کموجود در مدار تغییر می یدهایکلناپیوسته نسبت به موقعیت 

دنیای حقیقی و همچنین بسیییاری از  یکاربردهاطور کلی، بسیییاری از 
  باشند.های یک سیستم هایبرید میها، ذاتاٌ دارای ویژگیسیستم

ستم سی ضوع که  سیزهای هایبرید از دو با توجه به این مو  مستیر
، مدل فضیییای حالت اندتشیییکیل شیییده محور-محور و رویداد-زمان

ستمکلاسیک، دارای توانایی لازم برای مدل شنمیها سازی این سی د. با
منظور تحلیل و طراحی سیازی جدید بههای مدلتوسیعه روش بنابراین،

همین دلیل، تاکنون رسیید. بهها امری ضییروری به نظر میاین سیییسییتم
های هایبرید در مقالات سیازی سییسیتممختلفی برای مدل یکردهایرو

ای های تکه، سیستم[3-5] توان از اتوماتای هایبریداند که میارائه شده
 های، سیستم[7] 3های مرکب منطقی دینامیکی، سیستم[6] 2مستوی

[8]4MMPSیافتههای مکمل تعمیمو سیستم [9] های مکمل، سیستم 
د نام برد. هرچند که سیییازی هایبریهای مدلکلاس ترینمهمعنوان به

شکیل صر ت سان می هامدلدهنده این عنا شند، با این وجود، این یک با
دارای نقاط  ،تحلیل و طراحی یدگیچیپسازی، از دیدگاه های مدلروش

 خوبیبه [10] در مرجعباشییند. می خود فردمنحصییربهقوت و ضییعف 
سییازی های مدلنشییان داده شییده اسییت که تحت شییرایطی این کلاس

ها استفاده از سازی این روشمزیت معادل ترینمهمند بود. معادل خواه
 باشد.های مختلف میمزایای مدل

 یدارا MLD یهاستمیس ،یسازمدل یهاروش نیا یتمام انیدر م
 یمناسییب جهت طراح یبندمانند فرمول یمناسییب اریبسیی یهایژگیو

شخ نه،یکننده بهکنترل سا صیت شنا و  یریپذکنترل لیخطا، تحل ییو 
 MLD. علاوه بر موارد ذکرشده، با استفاده از مدل باشدیم یریپذتیرو
س توانیم سته ب س ارید س یعیو  یزسامدل زیرا ن دیبریها یهاستمیاز 

 بیتوسییط ترک دیبریها سییتمیروش، سیی نیطور خلاصییه در انمود. به
 زین رهایمتغ نی.  ارتباط اشییودیم لیتشییک ینریو با یقیحق یرهایمتغ
س ییدهایصورت قبه ضافه م ستمیبه  سشودیا  یهاستمی. علاوه بر 
ستفاده از مدل  د،یبریها  ها،ستمیاز س یعیدسته وس توانیم MLDبا ا

 یهاستمیحالت محدود، و س یهانیماش د،یمق یِخط یهاستمیمانند س
 نمود. یسازرا مدل ینریبا یرهایمتغ یدارا

دارای و  مقید یِرخطیغیک سیییسییتم  MLDاز آنجا که سیییسییتم 
می کننده برای چنین سیستباشد، طراحی کنترلدینامیک ناپیوسته می

های طراحی در میان انواع روشباشییید. برانگیزی میامر بسییییار چالش
های توانایی دارابودندلیل به 5بین مدلکننده پیشکننده، کنترلکنترل

ترده در صنایع طور گسدر حل مسائل کنترلی پیچیده، به فردمنحصربه
این  [11] عنوان  نمونه، در مرجعگیرد. بهف مورد استفاده قرار میمختل

ستراتژی  ستمکنترلی بها های عملیات از راه دور مورد منظور کنترل سی
ست. در مرجع  ستفاده قرار گرفته ا ساس برنامه [12]ا ریزی چند ، بر ا

ندهکنترل پارامتری، ببه MPC کن خارز از خط و  ا حجم صیییورت 
سباتی کم برای  سئلهحل محا ست.  م ستفاده قرار گرفته ا ردیابی مورد ا

صه، به سیگنال  MPCطور خلا ست که در آن،  ستراتژی کنترلی ا یک ا
برداری( )در هر زمان نمونه خط-برکنترل در زمان حال، توسیییط حل 

سئله کنترل بهینه حلقه ست میهباز افق محدود ب-یک م آید. حل این د
عنوان حالت سیییسییتم در زمان حال به یرهایمتغدر آن از مسییئله که 

ستفاده می سئله ا شود، به تولید یک دنباله کنترلی منجر شرط اولیه م
ستراتژی می ساس ا صر این 6رفتیافق پسشود که بر ا ، فقط اولین عن

بهشییود. دنباله )سیییگنال کنترل در زمان حال( به سیییسییتم اعمال می
ستم تحت ، MPCتر، در عبارت دقیق سی ستفاده از مدل دینامیکی  با ا

ر اساس بو  شودبینی میکنترل، رفتار آینده بردار خروجی سیستم پیش
کننده با استفاده از حل یک بینی، در هر لحظه از زمان، کنترلاین پیش

ر های کنترل دسیازی ریاضیی که منجر به تولید سییگنالمسیئله بهینه
کردن یک کنترلی را جهت مینیمم رمانشود، بهترین فلحظات آتی می

شییده به سیییسییتم، اتخاذ ارایی در حضییور قیود فیزیکی تحمیلک معیار
  .[14, 13] شودلحظه از زمان تکرار می رکند و این روند در همی

 MLDهای ، این اسییتراتژی کنترلی برای سیییسییتم[7] در مرجع
مایز بین کنترل پیش ترینمهمتعمیم داده شیییده اسیییت.  بین وجه ت

، دنباله کنترلی از MPC-Hدر این اسییت که در  دیبریرهایغو   7هایبرید
در هر لحظه از  [16, 15] 8مرکب-ریزی صییحیححل یک مسییئله برنامه

 NP-Hard [17]در حالت کلی، یک مسییئله که  دیآیمدسییت هزمان ب
سباتی،می شد. در ادبیات پیچیدگی محا سائلی اطلاق  NP-Hard با به م
. باشددشوار می NPدر  مسئلهدشوارترین  اندازهبهدست کم  شود کهمی

به همین دلیل، از نقطه نظر پیچیدگی محاسیییباتی، محاسیییبه دنباله 
 MPCهای دشیییوارتر از سیییایر کلاسامر بسییییار  H-MPCکنترلی در 

ای هسیییسییتم یکاربردهاباشیید. تاکنون مقالات بسیییار متنوعی از می
MLD  به همراهH-MPC توان به کنترل معرفی شیییده اسیییت که می

ستم شبکه[18] های مرتبط با خودروسی و کنترل  [19] ، کنترل تحت 
 اشاره نمود. [20-22] قدرت هایشبکه

باشییید که رو میبا دو چالش اسیییاسیییی روبه H-MPC، طور کلیبه
( کاهش پیچیدگی 2و ) بسیییته-حلقه( تضیییمین پایداری 1عبارتند از )

های مختلفی برای تضیییمین ، روشدیبریرهایغ MPCمحاسیییباتی. در 
سته ارائه -پایداری حلقه ست شدهب سیار کاربردی از ا سته ب . در یک د

شناخته میبین با دو مود عملها، که به کنترل پیشاین روش شود، کرد 
 [23] کننده محلی وجود دارد که یک مجموعه پایای مثبتیک کنترل

کند بردار سییعی می MPCحول نقطه تعادل سیییسییتم ایجاد نموده و 
در درون این مجموعه،  .[13] درون این مجموعه هدایت کندبه حالت را 

سییییسیییتم را به عهده خواهد  یدارسیییازیپاکننده محلی وظیفه کنترل
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های سیستم یدارسازیپامنظور ، این روش به[24-26] داشت. در مراجع
روش  اولینتعمیم داده شیییده اسیییت.  PWAیبرید مبتنی بر مدل ها

 [7] در مرجع MLDهای بسیته برای سییسیتم-قهتضیمین پایداری حل
کنترل  از تریگیرانهعرفی شییده اسییت. در این روش که نوع سییختم

عادل پیش هایی حول نقطه ت عه ن مد عملکرد اسیییت، مجمو با دو  بین 
شییود و همچنین کنترلنظر گرفته میدر  نقطه تعادل قاًیدقم سیییسییت

صفر می ست که بهبکننده محلی نیز برابر  شد. دلیل این امر این ا دلیل ا
سییییسیییتم، محاسیییبه  دینامیکی باینری در معادلات یرهایمتغوجود 
یا حول کنترل پا عه  نده محلی و همچنین مجمو بدأکن یار  م کار بسییی

د بین با قیویکرد، که به آن کنترل پیشباشییید. در این رمشیییکلی می
 بایستی در انتهایشود، بردار حالت سیستم میگفته می 9نهایی مساوی

ستم برسد. افق پیش ض ترینمهمبینی به نقطه تعادل سی عف این نقطه 
هنیست. ب یارضاشدناین قید در بسیاری از موارد این است که در روش 

 ل دسیترسییچند گام زمانی قابعبارت دیگر، نقطه تعادل سییسیتم در 
 یارضییاشییدنبینی بزرگ های پیشازای افقبه صییرفاًنیسییت و این قید 

هد بود. به برعلاوه خوا بدون افزایش افق این،  ید  منظور برقراری این ق
ستم می بینی،پیش ستی بهشرایط اولیه سی توجهی به نقطه قابل طوربای

بودن  NP-Hardجه به با تو رو،از این تعادل سییییسیییتم نزدیک باشیییند
و  سئلهمابعاد بینی موجب افزایش افزایش افق پیش ،سازیمسئله بهینه

سئله می آن افزایش تبعبه سباتی م گر، طرف دی از شود.پیچیدگی محا
بودن نقطه تعادل را تضمین نیز تنها جاذب ارضاشدناین قید در صورت 

ز ا وف را اثبات نمود.توان با اسیییتفاده از آن پایداری لیاپانکند و نمیمی
های کننده پایداری برای سیییسییتمهای تضییمیناین جهت ارائه روش

MLD  بدون اسیییتفاده از قید مسیییاوی نهایی جهت کاهش پیچیدگی
  رسد.محاسباتی امر ضروری به نظر می

له، به قا یداریدر این م پا مایی منظور تضیییمین  قه ن و  سیییتهب-حل
 هایپایداری سیییسییتم مسییئلههمچنین کاهش پیچیدگی محاسییباتی 

MLD ، درقید مسیییاوی نهایی  جایبهبودن تابع لیاپانوف قید نزولیاز 
است. برای این منظور، یک تابع لیاپانوف  شده استفاده H-MPC مسئله

سییعی  H-MPCنهایت برای سیییسییتم تعریف شییده و مبتنی بر نرم بی
پانوف را می یا تابع ل مانی،  گام ز ید. د ترکوچککند در هر  ما مه ن ر ادا

ه بین مسئله وابسته نبودکه این قید به افق پیش ه خواهد شدنشان داد
ازای هبسته را ب-از آن، پایداری نمایی سیستم حلقهتوان با استفاده و می

ضمین کرد.افق پیش سیار کوچک ) حتی برابر با یک( ت ا توجه ب بینی ب
 H-MPC بین مسئلهبه رابطه مستقیم پیچیدگی محاسباتی با افق پیش

شنهادیمی ستفاده از روش پی سئله را پ ،توان با ا سباتی م یچیدگی محا
این موارد، با اسیییتفاده از  برعلاوهگیری کاهش داد. طور چشیییمنیز به

شد،  گونههمانساختار قید نزول تابع لیاپانوف،  شان داده خواهد  که ن
کننده با پیچیدگی محاسییباتی بسیییار این کنترل نهیربهیزتوان نوع می

 کمتر را نیز ارائه نمود.

 مقدمات  -2

 دینامیکی-های مرکب منطقیسیستم -2-1

صلی مدل های منطقی براساس تبدیل گزاره MLDسازی به روش ایده ا
ساوی صحیحبه نام شدمی مرکب-های  ساوی[27] با ها عموماً . این نام
باشییند. با اسییتفاده از این صییحیح و حقیقی می یرهایمتغمتشییکل از 

خطی به-یک سیستم شبه صورتتوان بهرا می روش، سیستم هایبرید
مرکب بیان نمود. برای مثال، عبارت منطقی "یا" را -همراه قیود صییحیح

 بیان نمود:صورت زیر نامساوی صحیح مرکب معادل بهتوسط توان می

(1) 1 2 1 2 1X X      

i{0,1}که در آن   شییده با متغیر متغیر باینری به اشییتراگ گذاشییته
منطقی 

iX شدمی صحیح بودن با صورت  عبارت منطقی مقدار  که در 
( 1خواهد گرفت. رابطه ) به خود و در غیر این صییورت مقدار صییفر یک

ست این مفهوم را بیان می صحیح ا سمت چپ  کند که عبارت منطقی 
اگر و فقط اگر نامساوی عدد صحیح سمت راست برقرار باشد. با استفاده 

منظور ن معرفی متغیرهای کمکی پیوسیییته بهاز این تکنیک و همچنی
صل ساویضرب عباراتبدیل حا صحیحت باینری و حقیقی به نام -های 
 آید:می دستهصورت زیر ببه MLDمرکب، مدل 

(2)          1 2 31x t Ax t B u t B t B z t     

(3)          1 2 3y t Cx t D u t D t D z t   
 

(4)        2 3 1 4 5E t E z t E u t E x t E    
 

 زمان گسسته، 𝑡در این روابط 

 𝑥 = (𝑥𝑐
𝑥𝑙

),   𝑥𝑐 ∈ ℛ𝑛𝑐 ,   𝑥𝑙 ∈ {0,1}𝑛𝑙 ,    𝑛 ≜ 𝑛𝑐 + 𝑛𝑙   

 بردار حالت سیستم شامل متغیرهای باینری و حقیقی،

 𝑦 = (𝑦𝑐
𝑦𝑙

),   𝑦𝑐 ∈ ℛ𝑝𝑐 ,   𝑦𝑙 ∈ {0,1}𝑝𝑙 ,    𝑝 ≜ 𝑝𝑐 + 𝑝𝑙 

 بردار خروجی سیستم و

 𝑢 = (𝑢𝑐
𝑢𝑙

),   𝑢𝑐 ∈ ℛ𝑚𝑐 ,   𝑢𝑙 ∈ {0,1}𝑚𝑙 ,    𝑚 ≜ 𝑚𝑐 + 𝑚𝑙 

ورودی پیوسیییته و باینری  یرهایمتغبردار ورودی سییییسیییتم شیییامل 
𝛿باشیید. بردار می ∈ {0,1}𝑟𝑙  و𝑧 ∈ ℛ𝑟𝑐 ترتیب، بردارهای متغیرهای به

ستند ستم عنوان ورودیکه به کمکی باینری ه سی  MLDهای کنترلی 
ترتیب، معادلات ( به3( و )2. بنابراین روابط )گیرندمورد استفاده قرار می

دسییت آمده در طی هب یدهایق( 4حالت و خروجی سیییسییتم و رابطه )
 اًعمومکند. ذکر این نکته لازم اسییت که سییازی را  بیان میفرایند مدل

توان ارائه نمود. متفاوتی می MLDهای برای یک سیستم هایبرید، مدل
 باینری و نیز یرهایمتغ رنمودنینظ معمولًااین امر این اسیییت که  دلیل

ت و هر یک از های متفاوتی اسییکمکی دارای انتخاب یرهایمتغانتخاب 
خاب مدل این انت به  نه MLDها منجر  گا منظور به شیییود.ای میجدا

 رجوع شود. [7] به مرجع بیشترجزئیات 
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 MLDهای سیستم تعاریف اساسی -2-2

 :[7]باشندصورت زیر میبه MLDهای تعاریف اساسی پایداری سیستم

𝑥𝑒ر بردا :1تعریف ∈ ℛ𝑛𝑐 × {0,1}𝑛𝑙 عادل لت ت حا برای  10یک 

( و ورودی 4( تا )2شیییده توسیییط روابط )توصییییف MLDسییییسیییتم 

𝑢𝑒 ∈ ℛ𝑚𝑐 × {0,1}𝑚𝑙 شود، اگرنامیده می[𝑥𝑒
𝑇  𝑢𝑒

𝑇] ∈ ℱ  و𝑥(𝑡, 𝑥𝑒) =

𝑥𝑒  ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0 فت 𝑥𝑒). در این صیییورت ج , 𝑢𝑒) یده نام عادل  فت ت ، ج

ستم ، یک چندوجهی میℱناحیه  .شودمی سی شد که  در آن  MLDبا

 شود.تعریف می
عادل  برای [7]: 2تعریف  𝑥𝑒)جفت ت , 𝑢𝑒) ،𝑥𝑒  یدار اسیییت اگر پا

𝑡0برای  ∈ 𝒵  هر  یازابهو𝜖 ≥ 0 ،𝛿(𝜖, 𝑡0) شد به شته با نحوی وجود دا
 :که

 (5)  0 0 0, ,       e e ex x x x u x t t       

𝑥𝑒)برای جفت تعادل  [7] :3 تعریف , 𝑢𝑒) ،𝑥𝑒  پایدار مجانبی است

شد و  𝑥𝑒اگر  𝑟پایدار با > شد کهبه 0 شته با هر  یازابه نحوی وجود دا
𝑥0 ∈ 𝐵(𝑥𝑒 , 𝑟)  و𝜖 > 0 ،𝑇(𝜖, 𝑡0) :تعریف شده و رابطه زیر برقرار باشد 

(6)   ,   ex t x t T    

𝑥𝑒)برای جفت تعادل  [7]: 4 تعریف , 𝑢𝑒) ،𝑥𝑒  پایدار نمایی اسییت

𝛿پایدار مجانبی باشییید و  𝑥𝑒اگر  > 0 ،𝛼 > 0و  0 ≤ 𝛽 ≤ نحوی به 1
𝑥0هر  یازابهوجود داشته باشند که  ∈ 𝐵(𝑥𝑒 , 𝛿) :رابطه زیر برقرار باشد 

 (7)    0

0

t t

e ex t x x t x    

 بین مدل هایبریدکنترل پیش -2-3

در حالت کلی به MLDهای بین مدل برای سیستمکنترل پیش مسئله
 :[7] شودصورت زیر تعریف می

(8) min      ( , ( ))
t

t
U

J U x t 

(9) 1| | 1 | 2 | 3 |t k t t k t t k t t k t t k tx Ax B u B B z        
 

(10) | | 1 | 2 | 3 |t k t t k t t k t t k t t k ty Cx D u D D z       
 

(11) 2 | 3 | 1 | 4 | 5t k t t k t t k t t k tE E z E u E x E       
 

(12) |t N t ex x 
 

(13)  | 1| | 1| | 1|, , , , , , , ,t t t t N t t t t N t t t t N tU u u z z         
 

𝐽(𝑈𝑡 ،(8که در رابطه ) , 𝑥(𝑡))  سئله شد که می H-MPCتابع هزینه م با
 گردد:صورت کلی زیر تعریف میبه

(14) 
1 2

3 4

5

1
2

|

2

|

0

2

| |

2

2

|

                     

             

   ( , ( ))

         

N

t t k t e t k t e Q
k

t k t e t k t eQ

t k t e

Q

Q

Q

J U x t u u

z z x x

y y

 


 



 



  

   

 



 

سیییازی شیییامل بهینه یرهایمتغبردار  𝑈𝑡بینی، افق پیش 𝑁 ،که در آن
ته، ورودی باینری و پیوسییی  𝛿𝑒و  𝑦𝑒 ،𝑥𝑒 ،𝑢𝑒 ،𝑧𝑒کنترل، متغیر کمکی 

 یرهایمتغمقادیر حالت ماندگار برای متغیر خروجی، حالت، ورودی و 
ماتریس باینری و پیوسیییته و  𝑄𝑖های مثبت معین کمکی  , 𝑖 = 1, … 5  

د ، قیبندیفرمولدر این  باشییند.های وزنی با ابعاد مناسییب میماتریس
بسته مورد استفاده -ی حلقهمنظور تضمین پایدار( به12نهایی ) مساوی

سازی فوق در هر لحظه، طبق بهینه مسئلهقرار گرفته است. پس از حل 
ستراتژی  صر از بردار بهینهRHCا ستم ، اولین عن سی  MLDسازی به 
بینی در طول محور زمان شییود و برای لحظات بعد، افق پیشاعمال می

 گردد.سازی مجدد تکرار میشیفت داده شده و روند بهینه

 مسئلهبیان  -2-4

( را با هدف 10( تا )5شییده توسییط روابط )تعریف H-MPC مسییئله
ساوی نهایی را بهبدون ا پایداری در نقطه تعادل  صورتستفاده از قید م

 زیر در نظر بگیرید:

(15) min      ( , ( ))
t

t
U

J U x t 

(16) 1| | 1 | 2 | 3 |t k t t k t t k t t k t t k tx Ax B u B B z        
 

(17) | | 1 | 2 | 3 |t k t t k t t k t t k t t k ty Cx D u D D z       
 

(18) 2 | 3 | 1 | 4 | 5t k t t k t t k t t k tE E z E u E x E       
 

(19)  | 1| | 1| | 1|, , , , , , , ,t t t t N t t t t N t t t t N tU u u z z         
 

و  𝑢(𝑡)اسیییتخراز دنباله کنترلی  مسیییئلههدف اصیییلی کنترل در این 
نحوی اسیییت که به 𝑧(𝑡)و  𝛿(𝑡) قبولقابل کمکی یرهایمتغهمچنین 

یتبر علاوه  حدود یت م عا ماییِ موجود درهای ر یداری ن پا له،   مسیییئ
ستم  سط روابط )یمعرف MLDسی ( را در نقطه تعادل 4( تا )2شده تو

( را کمینه 14شیییده در رابطه )تضیییمین و همچنین تابع هزینه تعریف
فوق به مسیییئلهمنظور حل بهاید. در بخش بعد روش پیشییینهادی نم

 تفضیل بیان خواهد شد.

-Hبا استفاده از  MLDپایدارسازی سیستم  مسئلهحل  -3

MPC 
ت نشییان نهایدر این بخش، با معرفی یک تابع لیاپانوف مبتنی بر نرم بی

توان بدون بودن این تابع میخواهد شییید که با اعمال قید نزولی داده
مربوط به هزینه نهایی و مجموعه  بین و محاسباتوابستگی به افق پیش

تعادل  نقطهرا در  MLDپایداری نمایی حلقه بسییته سیییسییتم  ،نهایی
سیار کمی در  ست که با اعمال تغییرات ب ضمین نمود. بدیهی ا  رآیندفت

  ردیابی را نیز مورد بررسی قرار داد. مسئلهتوان آتی، می
ضمین پایداری نمایی حلقه منظوربه ستم -ت سی سته  تابع  MLDب
 شود:در نظر گرفته می MLDعنوان تابع لیاپانوف برای سیستم زیر به
 

(20)     V x t Yx t


 
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𝑌 ،که در آن ∈ ℛ𝑐×𝑛 , 𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑌) = 𝑛 شد. این تابع لیاپانوف برای می با
ستم ستم [28]عجدر مر LTIهای سی ی هایبرید هاو همچنین برای سی

 .معرفی و استفاده شده است [30, 29]در مراجع PWAمبتنی بر مدل 
سئلهدر ادامه به حل  سازی در  م ستفاده از این تابع  H-MPCپایدار با ا
 . ه خواهد شدلیاپانوف پرداخت

𝑥𝑒): 1فرض  , 𝑢𝑒) =  باشد.می MLDحالت تعادل سیستم  (0,0)

بودن تیابع و همچنین اعمیال قیید نزولی 1فرض  بیا در نظر گرفتن
 صییورتتوان بهرا می H-MPC مسییئله(، 20لیاپانوف موجود در رابطه )

 :زیر بیان نمود

(21) min      ( , ( ))
t

t
U

J U x t 

(22) 1| | 1 | 2 | 3 |t k t t k t t k t t k t t k tx Ax B u B B z        
 

(23) | | 1 | 2 | 3 |t k t t k t t k t t k t t k ty Cx D u D D z       
 

(24) 2 | 3 | 1 | 4 | 5t k t t k t t k t t k tE E z E u E x E       
 

(25) 1| | |t t t t t tYx Yx x   
 

 

(26)  | 1| | 1| | 1|, , , , , , , ,t t t t N t t t t N t t t t N tU u u z z         
 

𝛾که در آن  >  باشد.مقدار ثابت می 0

صره  بودن تابع ( قید نزولی25رابطه )شییده در نامسییاوی بیان :1تب

بایسییت بدین مفهوم که تابع لیاپانوف می کندیم( را بیان 20لیاپانوف )
باشییید. با اسیییتفاده از این قید، بردار  ترکوچکدر هر گام از گام قبل 

ستم در هر گام زمانی به نقطه تعادل حالت  شود ومی ترنزدیکهای سی
های سیییسییتم در ت که حالتقید مسییاوی نهایی نیازی نیسیی برخلاف

بطه با توجه به اینکه در را بینی به نقطه تعادل برسییند.انتهای افق پیش
فقط در زمان حال مورد استفاده  MLDهای سیستم ( مقادیر حالت25)

  باشد.بین وابسته نمیگیرند این قید به افق پیشقرار می
ضیه  سازیپاقبل از بیان ق (، فرض زیر 25تابع لیاپانوف ) قید نزول یدار

 :شوددر نظر گرفته می

Γمجموعه  :2فرض  ∈ ℱ  به ازای  کهنحویبهوجود دارد𝑥(0) ∈ Γ 

برای تمامی  ،(23( تا )18شده توسط روابط )سازی تعریفبهینه مسئله
 های آتی دارای جواب باشد. زمان

صره  ضی گفته می Γبه مجموعه  :2تب شود که مجموعه پایای انقبا

سبه رو ستم آنش محا سی شده  [31] در مرجع LTIهای برای  معرفی 
باینری  یرهایمتغاسیییت. با توجه به اینکه محاسیییبه این مجموعه به 

سته نمی MLDسیستم  توان روش موجود در مرجع فوق را باشد میواب
فرض  2تعمیم داد. بنییابراین فرض  MLDهییای برای سییییسیییتم

 باشد.ای نمیمحدودکننده

ضیه  تعریف MLD ستمیس، 2و  1های گرفتن فرض: با در نظر1ق

سط روابط ) شده سته با قانون کنترل ب-حلقه صورت( به4( تا )2تو هب
( 26( تا )21) روابط شده درسازی تعریفبهینه مسئلهمده توسط آدست

اگر و فقط ، پایدار نمایی خواهد بود Γمجموعه  درون در ،RHCو قاعده 
  اگر:

(27) Y 

 

(28) 1Y 

 

 
بات: طه ) اث ید موجود در راب فاده از ق و  2( و فرض 25با اسیییت

توان نهایت میاز خاصیییت زیرضییربی در نرم بی اسییتفادهبا همچنین 
    نوشت:

(29) 1| ( ) ( )t tYx Y x t x t   
 

(30) 1| (  ) ( )t tYx Y x t  
 

 

(31) 1| ( )t tYx x t 


 
𝑥(0) فرضبا  ∈ 𝐵(0, 𝜆) ،0 ≤ 𝜃 ≤  خواهیم داشت: 1

(32) 
2( ) ( 1) ( 2)

(0)t

Yx t x t x t

x

 



  



    
 

  

طه مایی را (32) راب یداری ن پا یان  4طبق تعریف  شیییرط برقراری  ب

ندمی ید به .ک 0منظور برقراری ق ≤ 𝜃 ≤ ماتریس 1  ،𝑌  ید دارای با
 باشد:نیز شرایط زیر 

(33) 0 Y 


   

(34) 1 1Y 


   
 

 

 مسیییئله( در هرگام از 25با توجه به اینکه قید پایدارسیییازی ) نیبنابرا 
𝑡و  𝑡بین، برای بردار حالت سیستم در دو گام متوالی کنترل پیش + 1 

پایدار   𝜃با نرخ کاهش  MLDمختصات سیستم  مبدأاست،  یارضاشدن

 ∎                           .باشدمی Γآن مجموعه نمایی بوده و دامنه جذب

 سییازی محدببهینههای توان از روشمی 𝑌منظور محاسییبه ماتریس به
 استفاده نمود. [32]

توان گفت در حالت کلی عنوان یک نکته مهم میبه :3تبصررره  

ناحیه جواب  ترشییدنعیوسیینزول تابع لیاپانوف باعث اسییتفاده از قید 
شییود. دلیل این امر آن اسییت که می H-MPCسییازی در بهینه مسییئله

کند سعی می H-MPC، بندیفرمولخلاف قید مساوی نهایی، در این بر
ستم را به که در هر گام بردار حالت سی ند ک ترنزدیک نقطه تعادلهای 

ت به تری نسبگیرانهدر صورتی که قید مساوی نهایی، قید بسیار سخت
ری از تعلاوه بر این، با توجه به اینکه ناحیه گسییترده باشیید.این قید می

بودن تابع لیاپانوف سیییسییتم منجر به برقراری قید نزولیط اولیه شییرای
ت به کننده نسبگردند، ناحیه جذب سیستم با استفاده از این کنترلمی

 تر خواهد بود.کننده مبتنی بر قید مساوی نهایی وسیعکنترل

صره  آمده در فوق، این نکته را دسییتهسییازی بمسییائل بهینه :4تب

ستم، در هر گام زمانی، میحالت اربردکنند که بیان می ت بایسهای سی
صورتی که تا شود. بنابراین در  ستم نزدیک  سی ع هدف ببه نقطه تعادل 

شود، به سائل حذف  ساز، همچنان بردار در این م دلیل وجود قید پایدار
های سیییسییتم به سییمت نقطه تعادل در حرکت خواهد بود. در حالت
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از بهترین جواب،  نظری فوق، با صرفسازدر مسائل بهینهتوان نتیجه می
 مسییئلهسییازی را به بهینه مسییئلهقبول بود و جواب قابل دنبالبه صییرفاً
 فرم زیر تبدیل نمود:به 11پذیریامکان

      
tU

Find 

(35) 1| | 1 | 2 | 3 |t k t t k t t k t t k t t k tx Ax B u B B z        
 

(36) | | 1 | 2 | 3 |t k t t k t t k t t k t t k ty Cx D u D D z       
 

(37) 2 | 3 | 1 | 4 | 5t k t t k t t k t t k tE E z E u E x E       
 

(38) 1| | |t t t t t tYx Yx x   
 

 

(39)  | 1| | 1| | 1|, , , , , , , ,t t t t N t t t t N t t t t N tU u u z z         
 

 
ستهجواب ب سائل فود شد ولی بهمی نهیربهیزق گرچه آمده از م طور با

ای دارای پیچیدگی محاسییباتی کمتری نسییبت به حالت قابل ملاحظه
  بهینه است.

 H-MPCکننده سازی کنترلپیاده  -4

طور ( به26( تا )21شییده توسییط روابط )سییازی تعریفبهینه مسییئله
ده و سازی ریاضی قابل پشتیبانی نبوهای بهینهمستقیم توسط الگوریتم

اده سازی تبدیل شود. با استفبایستی به فرم استاندارد مسائل بهینهمی
 بردارهاو همچنین تعریف  [32] شامل نرم سازی قیودِاز تکنیک معادل

فرم سییازی مذکور را بهبهینه مسییئلهان توهای مناسییب میو ماتریس
 استاندارد زیر بازنویسی کرد:

(40)  
1

min   
2t

TT

t t t t
U

J U HU x t FU  

(41)  Φ tU 
 

سین و بردار به  𝑥(𝑡)𝑇𝐹و بردار  𝐻 سیماتر ،آنکه در  ترتیب ماتریس ه
 یرهیایمتغبردار  𝑈𝑡گرادییان بیا ابعیاد منیاسییییب و همچنین بردار 

 مسییئله یدهایق( نیز بیانگر 41باشیید. رابطه )می مسییئلهگیری تصییمیم
شامل قیود عملکردی و همچنین قیود ببهینه ست که  ستهسازی ا د

 یرهایمتغبا توجه به وجود  باشید.سیازی میدر خلال فرآیند مدل هآمد
سئلهباینری در  (، این 41( و )40) روابط شده درسازی تعریفبهینه م

 باشد.می [16, 15] 12مرکب درجه دو-ریزی صحیحاز نوع برنامه مسئله
گیرند. در قرار می NP-hardدر دسییته مسییائل  اکثراًاین مسییائل 

 حلقابل 13یاچندجملهدر زمان  MIQP مسیییئلهنتیجه در حالت کلی، 
ترین راه برای حل چنین مسییائلی بررسییی تمامی نخواهند بود. سییاده

شدهای موجود و انتخاب بهترین جواب میجواب که این کار در عمل  با
ون پذیر نیست. تاکنامکان مسئلههای بالقوه دلیل افزایش نمایی جواببه

 اهآن ترینمهماند که های مختلفی برای حل این مسائل ارائه شدهروش
 اند از:عبارت
 های مبتنی بر برش صفحهروش 

 سازیهای مبتنی بر تجزیهروش 

 روش تقریب بیرونی 

 [33, 16, 15]14های شاخه و کرانروش. 

 مسییئلههای فوق برای حل به بررسییی کارایی روش [34] در مرجع
MIQP این مرجع، از  پرداخته شده است که با توجه به نتایج موجود در

باشیید. دارای بهترین عملکرد می BnBشییده، روش های ارائهبین روش
مامی  ند MIQPحل مسیییائل  تجاری و غیر تجاری یافزارهانرمت  مان

[35]CPLEX ،]36[ GUROBI  کنند. نیز بر اساس این روش کار می 

پایدارسازی در کنترل هایبرید  مسئلهکاربرد در حل  -5

 سیستم تعلیق خودرو

دیاگرام بلوکی سیییسییتم تعلیق دو درجه آزاد مجهز به یک نیروی قابل 
 15خودرو چهارمیکموسییوم به  سییازینظیم با اسییتفاده از روش مدلت
بودن بافرض خطی .[38] ( نشییان داده شییده اسییت1در شییکل ) [37]

و اغتشییاش  هانظر از اصییطکاگ چرخ، دمپر و همچنین با صییرففنرها
توان رفتار دینامیکی سیییسییتم تعلیق را توسییط مدل فضییای می جاده،

 حالت زیر بیان کرد:

(42) x Ax Bf  

 
2 2

2

0 1 0 0 0

2 2
,   

0 1 0 1 0

0 2 2 1

us s s s

s s s

A B
    

  

   
   
     
   
        

 

𝑥که در آن،  = (𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4)𝑇 ∈ ℛ4  بردار حالت سییییسیییتم
سرعت  𝑥2از نقطه تعادل،  16هامیزان انحراف چرخ 𝑥1باشد که در آن می

عادل،  18میزان انحراف تعلیق 𝑀𝑢𝑠 ،𝑥3 17جرم طه ت عت  𝑥4از نق سیییر
 باشد.شده مینیروی قابل تنظیم نرمال 𝑓̅ و  𝑀𝑠 19جرم

 
 [38] چهارم خودرو سیستم تعلیق خودرو: مدل یک1شکل 

ود زیر را به مسیییئله قی 𝑓̅اده از نیروی قابل تنظیم علاوه بر این، اسیییتف
 کند:تحمیل می

(43)  4 2 0f x x  

(44) f 
 

(45)     
2

4 2 4 22 max sf x x x x   
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ستم،  سی سازیپاهدف کنترل در این  ستم در حالت یدار سی های 
( و 43که از رابطه ) گونههمانباشییید. از طرفی، ( میمبدأنقطه تعادل )

نامحدب بوده و  یدهایق( مشییخص اسییت، این سیییسییتم مقید به 45)
فاده کند. با استهمین امر، کنترل مقید این سیستم را بسیار مشکل می

 یرهایمتغتوان قیود نامحدب فوق را توسیییط می MLDسیییازی از مدل
با اسیییتفاده از این مدل طبق ای محدب تبدیل و قطعهباینری به قیود 

را  H-MPC، الگوریتم بخش قبلشیییده در پایدارسیییاز ارائه بندیفرمول
( را در نظر بگیرید. 43ابتدا قید نامحدب رابطه )برای این کار، اجرا کرد. 

  توان نوشت:می 𝛿2و  𝛿1باینری کمکی  یرهایمتغبا استفاده از 

(46)    1 4 21 0x x     

(47)  2 1 0f     
 

(48)    1 21 1   
 

(49)    1 20 0   
 

توان قید غیرخطی می (49( تا )46توسط روابط ) ،ترعبارت دقیقبه
به ای محدب بازنویسییی کرد.قیودی تکه صییورتبه( را 43و نامحدب )

به بارت دیگر،  که ع نه، در صیییورتی  𝑥4عنوان نمو − 𝑥2 ≥ باشییید،  0
𝛿1 = بایستی نامنفی می 𝑓̅( مقدار 48خواهد بود و با توجه به رابطه ) 1

های دیگر را نیز باشیید. حالت( می43باشیید و این همان برقراری قید )
توان به همین روش بررسییی نمود. در حالت کلی، با اسییتفاده از این می

 بدیل نمود.توان یک ناحیه نامحدب را به چند ناحیه محدب تروش می
ساوی ) سط متغیر ( را نیز می45قید نامحدب موجود در نام توان تو

 صورت زیر بیان کرد:به 𝐹کمکی پیوسته 

(50)     
2

4 2 4 22             0max sf x x x x F      

(51) 
  

  

4 2 1

4 2

2        if              0

 

2      if      otherwise 

max s

max s

f x x

F

f x x

  

 

   


 
  

 

سته می F ،که در این اینجا شد که در مدل متغیر کمکی پیو با  MLDبا
فرآیند تبدیل  معمولًابا توجه به اینکه مشییخص شییده اسییت.  𝑧(𝑡)نام 

صحیحگزاره سیار زمان-های منطقی به قیود  شدبری میمرکب کار ب  ،با
سم سی به ا معرفی شده  HYSDEL [39] در مرجع یک زبان برنامه نوی

سیییسییتم هایبرید  MLDراحتی مدل توان بهآن می وسیییلهبهاسییت که 
، نرممسییئلهسییازی این شییبیه جهت .تحت مطالعه را اسییتخراز کرد

حل MATLABافزار نده به همراه  بهIBM CPLEX v12.6کن منظور ، 
ع شییده اسییت. مقادیر عددی ، مورد اسییتفاده واقMIQPحل مسییئله 

در  H-MPCشده در استفاده یپارامترهاسیستم و همچنین  یپارامترها
شاهده می1جدول ) شبیه( قابل م شند. در ادامه نتایج  ستم با سازی سی

𝑥(0)تعلیق خودرو با شرط اولیه  = (0 0 0.1 0)𝑇  بررسی خواهد
 شد. 

و روش  نهیربهیزجا جهت مقایسییه بهتر، سییه حالت بهینه، در این
ستفاده سی قرار گرفته 20[38]شده در مرجع ا ساند. مورد برر  یرهایم

( 5( تا )2های )ترتیب در شکلبه برای سه حالت مذکور  حالت سیستم
  اند.نمایش داده شده

 
 𝒙𝟏: مسیر حالت متغیر 2شکل 

نه، عملکرد کنتر لت بهی حا بهلدر  نده  بین های پیشازای افقکن
ست.  سی قرار گرفته ا شاهدهکه  گونههمانمختلف مورد برر شود، می م

ستم حلقه سته به-سی 𝑁بین ازای افق پیشب = خوبی به نقطه نیز به 1
ست و بنابر آنچه در بخش شده ا شته ذکر گردید، تعادل همگرا  های گذ

بینی قابل دسییترسییی خواهد بود. از طرف پایداری مسییتقل از افق پیش
با افزایش افق پیش قه بسیییته، بین میدیگر،  یداری حل پا با حفظ  توان 

 پاسخ سیستم را بهبود داد. 
 

 [38]سازی سیستم تعلیق خودروشبیه یپارامترها: 1جدول 

 مقدار عددی توضیحات پارامتر

𝑇𝑠 9 برداریزمان نمونه  ms 

𝜔𝑠  طبیعی جرم فنربندیفرکانس
 𝑀𝑠 شده

5/1  Hz 

𝜔𝑢𝑠 فرکانس طبیعی جرم فنربندی

 𝑀𝑢𝑠 نشده

9  Hz 

𝜌 شده به نسبت جرم فنربندی

 نشدهجرم فنربندی

10 

𝜁 0 ضریب میرایی 

𝜁𝑚𝑎𝑥 25/2 ضریب میرایی ماکزیمم  

𝑁 5 بینافق پیش 

𝜎 2/0 حد بالای نیروی اشباع عملگر 
 

 نظررفص، از تابع هزینه نهیربهیزکننده با توجه به اینکه، در کنترل
 سییتهب-حلقه در بهبود عملکرد تأثیریبین شییود، افزایش افق پیشمی

ندارد و همین امر میکنترل نه  نده زیربهی بهکن ند  عنوان یکی از توا
بین برای های این روش در نظر گرفته شییود. میزان افق پیشمحدودیت
ست.  5با کننده برابر این کنترل شده ا صورتی که بهدر نظر گرفته  در 

ساوی نهایی می ست افق پیشمنظور برقراری قید م  13 ابینی برابر ببای
فزایش ابسیار مرکب سیستم -باشد که در این صورت تعداد قیود صحیح

کننده افزایش خواهد کنترلآن پیچیدگی محاسیییباتی  تبعبهیافته و 
شییده در مرجع اسییتفاده، در مقایسییه با روش بر موارد فوقعلاوه .یافت
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سیار کمتری گردیده [38] ست ب ش شنهادی منجر به زمان ن ، روش پی
توان از ، میمسییئلهبین از طرفی، با تنظیم مناسییب افق پیش  اسییت.

تحمیل حجم محاسیییبات جهت تضیییمین پایداری حلقه بسیییته تا حد 
 مطلوبی جلوگیری نمود.

سی6شکل ) ستم ) سی رل( گنال کنت( نیروی قابل تنظیم اعمالی به 
شیود سییگنال کنترل در که مشیاهده می گونههماندهد. را نمایش می

جاز تعریف حدوده م طه )م نده کنترل ( قرار دارد.44شییییده در راب کن
در مقایسیییه با دو روش دیگر دارای رفتار نوسیییانی در حالت  نهیربهیز

 مسئلهنظر از تابع هزینه باشد که دلیل این امر صرفگذرای سیستم می
کننده بهینه و باشیید. واضییح اسییت که نرخ همگرایی هر دو کنترلمی

سبت به کنترل نهیربهیز ضعیت بهتری ن ساس کننده طراحیو شده بر ا
 موجود دارد.  هایروش

 
 𝒙𝟐: مسیر حالت متغیر 3شکل 

 
 𝒙𝟑: مسیر حالت متغیر 4شکل 

 
برای سه حالت بهینه،  MIQP مسئلهمنظور حل بهمیزان زمان مصرفی 

و در حالت قید مسیییاوی نهایی در هر زمان نمونه برداری در  زیربهینه
ست. 7شکل ) شده ا شکل ) گونههمان( نمایش داده  شان 7که در  ( ن

ست، کنترل سبت ب مراتببهکننده زیربهینه داده شده ا ه زمان کمتری ن
 نیاز دارد. MIQP مسئلهها برای حل کنندهسایر کنترل

 
 𝒙𝟒: مسیر حالت متغیر 5کل ش

 
 𝒇̅: سیگنال کنترل 6شکل 

 
 MIQP مسئله: نمودار زمان مصرفی در حل 7شکل 

 

هایی، هر دو کنترل ید مسیییاوی ن با روش ق قایسیییه  نده در م کن
با توجه به   باشیند.پیشینهادی دارای پیچیدگی محاسیباتی کمتری می

در حالت استفاده از قید مساوی نهایی میزان زمان  مسئلهافزایش حجم 
 بسیار افزایش خواهد یافت. MIQP مسئلهمنظور حل مصرفی به
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 گیرینتیجه -6

بین برای کنترل پیش توسییط یدارسییازیپا در این مقاله، حل مسییئله
جهت مورد بهبود  2دینامیکی از -های هایبرید مرکب منطقیسیییسییتم

ی بین هایبرید مبتنستفاده از کنترل پیشواقع گردید. در درجه اول با ا
پانوف می یا تابع ل قه بسیییته بر  یداری حل پا با محدودیت کمتری  توان 

هایبرید  بینسیستم هایبرید را تضمین نمود. در مقایسه با کنترل پیش
کان  پانوف از نظر ام یا تابع ل ید نزول  هایی، ق ید مسیییاوی ن مبتنی بر ق

سییازد. ولت بیشییتری فراهم میسییازی و  محاسییبات کنترلی، سییهپیاده
 مسییئلهسییازی به یک بهینه مسییئلهدومین مزیت این روش در تبدیل 

با  توجه به این موضیییوع که حل پذیری میامکان  مسیییئلهباشییید. 
 مسیییئلهپذیری از پیچیدگی محاسیییباتی کمتری نسیییبت به امکان
وان تسازی برخوردار است، با استفاده از قید نزول تابع لیاپانوف میبهینه

، حجم نهیربهیزنظر کردن از پاسییخ بهینه و اسییتفاده از پاسییخ با صییرف
سبات کنترل شمبهکننده را محا علاوه بر موارد  گیری کاهش داد.طور چ

هاقید مسیییاوی  برخلاففوق،  عادل را  یین ندگی نقطه ت که فقط جذب
ضمین می شنهادی پایداری نمایی ت ستفاده از روش پی -قهحلنماید، با ا

 .گرددتضمین میبسته 
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