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ابی ردی مسئله. ابتدا شودیمخطی چندوجهی پرداخته  یهامدلغیرخطی به روش  یهاستمیس کننده برایاین مقاله به طراحی کنترلدر  ده:کیچ

رگرفتن . با درنظاستشدهبرای حالت غیرافاین مسئله حل خروجی برای حالتی که سیستم نسبت به ورودی افاین باشد، بررسی شده و در ادامه نیز 
شود. توابع نامعادله ماتریس دوخطی ظاهر می صورتبهکننده شده به شکل چندوجهی، مسئله طراحی کنترلتابع لیاپانوف مربعی برای سیستم بیان

ه کنندنترلشود مسئله طراحی کتا از تداخل میان نواحی جلوگیری شیود و نشان داده می  شیوند یموزنی مدل چندوجهی به شییوه خاصیی تعیین   
 استفاده شده که هم پایداری یاوهیشکننده نیز از . برای بررسی پایداری و طراحی کنترلردیگیمماتریس خطی صیورت   نامعادلهردیاب با حل یک 

ای طراحی بر شدهگرفتهو نتایج  شیده ارائه یهاروشنهایت، . درکندیممدل تقریبی )چندوجهی( و هم پایداری مدل اصیلی )غیرخطی( را تمیمین   
 ها ممکنخور از همه حالت. چون در این نوع پرنده پساستشدهسییستم نمونه استفاده   عنوانبهخلبان خودکار یک پرنده مافوق صیوت اسسیتیک   

 باشد.می شدهارائهحاکی از عملکرد مناسب روش  شود. نتایج،جزئی توسعه داده می خورپسنیست، روش پیشنهادی برای شرایط 

یک، اسست صوتمافوقغیرخطی افاین و غیرافاین، پایداری، پرنده  یهاستمیسخطی چندوجهی، نامساوی ماتریسی خطی،  یهامدل کلیدی:ی هاواژه
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Abstract: In this paper, modeling, analyzing and controlling nonlinear systems using Polytopic linear models is considered. First, the 

output tracking problem is investigated for the state of the system as compared to the affine input, and then the problem is solved for 

the non-affine state. In the state of determining the parameters of each region to increase the problem solving speed we determine the 

weighted function in a specific manner that prevents interference between the regions and by solving an linear inequality matrix of 

controller design , in contrast to the past, it is not necessary to solve a bilinear matrix inequality and only by solving a linear one, the 

controller will be designed. To stability and design of the controller, a method is used to ensure both the stability of the approximate 

model (polytopic) and the stability of the main model (nonlinear). Finally, the results are taken and the methods proposed are used to  

design of an elastic missile  system. 
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 مقدمه -1
امیکی، اینرسی و تغییر شکل کنش و واکنش میان نیروهای آیرودین

سیته بروز آیرواسستی سببشده توسط آن بر یک سیستم کنترلی ایجاد
م پرنده بر اهمیت آن اجسابا افزایش سرعت  روزروزبهدر آن است که 

باعث  ممکن است یسازمدلدر  مهمنگرفتن این . درنظرشودیمافزوده 
 همیشه توانینم حقیقتد. دراپایداری و شکستن وسایل پرنده شون

 داد و انتظار داشت که این انجامطراحی کنترلر را برای جسم صلب 
 لیدلبه مهم برای جسم اسستیک نیز پایدارساز باشد؛ این ،طراحی

نظیر ) اغتشاشاتی است که تغییر شکل پرنده ناشی از نیروهای خارجی
و سطوح کنترلی( بر سیستم  گرهاعمل)نظیر حرکت باد( و یا خود جسم 

 .[8] کندیمکنترلی وارد 
از کنترلرهای  ییهانمونهکنترل خطی، مقاوم، تطبیقی و هوشمند 

برای اجسام پرنده اسستیک است. تمرکز اصلی در این  شدهکارگرفتهبه 
که در سیستم وجود دارد  ییهاینینامعحوزه آن است که چگونه با وجود 
 پایداری سیستم تممین شود.

 ردنببهرهو  یسازیخطپیشنهاد برای کنترل استفاده از  نیترساده
 که در بسیاری از جانیادر  تنهانهسیگنال کوچک است. این ایده  دهیااز 
مثلًا طراحی قانون هدایت  .کندیممهندسی خودنمایی  یهاستمیس

 .استشدهانجام  [2]در  ه این روشپرنده بیک بهینه برای 
خروجی با الهام از  -ورودی یسییازیخط دهیاطراحی کنترلر براسییا  

 یسییازیخطدیگری اسییت که با  وهیشیینیز  خورپس یسییازیخط دهیا

 .دهدیمرا انجام  کنندهکنترل سراسری مدل غیرخطی طراحی
ا ب یقیتطب کنندهکنترل بیترک 1خلبان خودکار کی طراحیرای ب
 روش بیرکت .استشده شنهادیپ [9]در  پسخور یسازیخطروش 
 خواهدکرد. مقاوم، ایجاد کنترلی یلغزش مد روش باپسخور  یسازیخط
 از کلا  ییهاستمیس یبرا یلغزش مد کنندهکنترلک ی [9ر ]د
. کنترل اجسام استشدهپیشنهاد  خروجی -ورودی خورپس یسازیخط

 . استگرفتهنیز مورد استفاده قرار  [5]در پرنده با روش مدلغزشی 
ازطریق کنترل مقاوم و با کنترل درنظرگرفتن نامعینی در مدل و با 
LQR2 ، کنترل . استگرفتهصورت [ 1]در پایدارسازی و کنترل پرنده

کنترل فازی تطبیقی  صورتبه[ 1] دیگری است که در نمونهفازی نیز 
 .استرفتهکنترل یک پرنده مافوق صوت به کار برای 

نهیبهبا ترکیب کنترل 
2

H  وH 
 نامعادلهو از طریق حل یک  

مقاوم در برابر سیستمی  طراحی مسئلهبه حل [ 1] در ماتریسی خطی،
  .استشدهپرداخته نویز 

که  اشدبیم گامپسابزار قدرتمند دیگر برای کنترل، کنترل به روش 
 .استشدهبه کار گرفته  ، برای کنترل پرنده[4در ]

کنترل  طریقاز و در کنترل مقاوم کوچکبهرهبا ایده از  [89]در 
 حل جبری در کارراهنیز  19در انتهای دهه  .شدبا مسئله برخورد  نهبهی
مورد بررسی قرار گرفت  [82] در تیقطععدم. استشدهپیشنهاد  [88]
با درنظرگرفتن شرایطی برای پایداری مشابه  صورتبهنیز  [89]در  و

 یحلراه [89] در. شدپرداختهبه این مسئله  ،مدل چندوجهی

 .دشماتریسی خطی ارائه  نامعادلهبراسا  لیاپانوف و به روشی مشابه 
پایدارسازی  حوزهدر  شدهانجام یهاتلاشاز  یادهیچک [58] در

TSK3  ابتدا چندین لم  این مقالهدر . استشدهمطرح در کنترل مقاوم
ذکر  (مرور شدنیز که در باس )پایداری مقاوم و در طول دو دهه  نهیزمدر 
 حل نامعادله ماتریسی جدید که منجربه یتئور یزیرهیپااز و سپس شده 

ستفاده ا .رونمایی شد، شودیمپیوسته و گسسته  یهاستمیسخطی برای 
 هاستمیسفقط محدود به این حوزه نبوده و در بسیاری از  TSKاز روش 

 .[81] شودیمنظیر قدرت نیز به کار گرفته 
به ه کافاین پیوسته  یهاستمیسپیرامون بررسی پایداری  [81]در 
و ضمناً با  LMI4 قیازطر ،اندشدهخطی چندوجهی مدل  یهامدلشکل 

 نامعادلهبا اعمال تبدیلاتی شده که در آن اقدام  5مکمل شراستفاده از لم 
به حل  بازگشتیطریق سپس ازتبدیل کرده و  MIIL6اول را به یک 

 .استپرداخته مسئله
رل پیوسته و گسسته و کنت یهاستمیسپایدارسازی  مسئلهبرای حل 

قاوم م برای کنترلی با ارائه یک روش رفت و برگشتی ضرایب [81] درآن 
دام ککه هر استشدهمسئله در این مقاله در حالتی بررسی  ؛شدتعیین 

نامعینی درصدی مشخص نامعینی دارد.  شدهیسازیخطاز پارامترهای 
اما نویسندگان این  شدهگرفتهدرنظر  [81] مشابهنیز  [84] دردر ضرایب 
 به طراحی کنترلر با استفاده از روش بازگشتی BMI7حل یک  مقاله با
 .پرداختند
بسیار بوده اما روش پایداری بررسی پایداری  منظوربهمشابه موارد 
از آن  لیدلنیهمبها است که وجود دارد، خاصیتی را دار [29] که در
طراحی کنترلر ردیاب استفاده  بررسی پایداری، پایدارسازی و برای
کرده  ء؛ در این روش نامعینی عیناً در بررسی پایداری نقش ایفااستشده

ن ؛ بنابرایاندشدهنوشته  اری بدون هیچ تقریبیو معادست اثبات پاید
 با بررسی سیستم تقریبی توانیم غیرخطی اصلی را ستمیسپایداری 
 .بررسی نمود معادل

، از روش [28] دربرای تنظیم خروجی و پایدارسازی یک پرنده 
پایدارسازی متفاوتی استفاده  وهیشبا  [29] موجود در یسازمدل
 .استشده
و مدل( دقت ) یسازمدلخطای  زادی اختیار طراح در تعیین حدآ

 یهاروشخطی چندوجهی با  یهامدل روش تحلیلشباهت مفاهیم و 
که استفاده از این روش  یسوبهخطی، پژوهش را  موجود در کنترل
 ، پیش برد.استشدهمطرح  [29] مبانی آن در

 در کنترل TSKبه روش  8خطی چندوجهی یهامدلروش  دهیا
 برای هر دو روش یکسان است و ساختار مدل تقریبی معادل گرددیبرم

خطی به مدل تبدیل مدل غیر وهیش؛ اما در [(22] رجوع شود به)مثلًا 
 دارند.تقریبی با هم اختلاف 

 ،با معرفی تابع وزنی مناسب که از اختیارات طراح است این مقالهدر 
ماتریسی دوخطی جلوگیری شده که سرعت حل مسئله  نامعادلهاز ایجاد 
 .کاهدیمنیز  مسئله بخشیده و از پیچیدگی حلرا بهبود 
 عملی که قید بهباتوجهمسائلی است که  جملهجزئی از  خورپس
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ی مختلفی برا یهاروش. شدپرداختهوجود داشت، به آن در طراحی 
جسم پرنده  یریپذتیرؤمثلًا  ؛استشنهادشدهیپردیابی خروجی 

 شدهدادهنشانگرفته و مورد بررسی قرار [29] در به این منظور اسستیک
تنها خروجی سیستم فرض  عنوانبهکانال پیچ  یاهیزاوکه اگر سرعت 

 یزنکامل نبوده و بایستی زاویه حمله  ریپذتیرؤسیستم در مبدأ  ،شود
 خروجی در نظر گرفته شود. عنوانبه

شرط جدیدی  هاسیماتربا استفاده از خواص ضرب  مقاله ایندر 
برای تعیین پارامترهای مجهول نامعادله ماتریسی خطی اضافه شده و 

 .استگرفتهجزئی صورت  خورپسطراحی  گرتیرؤبدون استفاده از 
دارای معادست حالت غیرافاین نسبت به ورودی  بسیاری یهاستمیس
 ذکر شد. جانیانیز در  هاآنکه شیوه تحلیل  باشندیم

 روش یسازمدلدر ادامه این مقاله و در بخش بعد مفاهیم پیرامون 
مای حالت ف یبندهیناح. شیوه شودیمخطی چندوجهی مطرح  یهامدل

مدل در همین بخش معرفی خواهدشد. در بخش و تعیین پارامترهای 
یستم برای ستشریح شده و سپس  بازحلقهپایداری  مسئلهسوم در ابتدا 

 .مباحث تعمیم داده خواهدشد بستهحلقه
ود ردیابی انجام ش مسئلهاین که چگونه با تعریف یک متغیر جدید 

 مایای موجودنهایت چگونگی تعمیم قو در شده در همین بخش تشریح
 ونسبت به ورودی غیر افاین باشد  کهیدرحالتبرای تحلیل سیستم 

برای تعیین  هاسیماترروش استفاده از خواص ضرب  نیچنهم
ذکر پارامترهای مجهول نامعادله ماتریسی خطی، در قالب دو ملاحظه 

 .خواهدشد
ایج نتدر ادامه معرفی و  ابتدا پرنده اسستیک یسازهیشبدر بخش 

طالب م یبندجمعدر انتها نیز به ذکر نتایج و  .خواهدشدذکر  یسازهیشب
 .هد شدخواپرداخته 

 چندوجهی سیستم غیرخطی یسازمدل -2

 ((8) هرابط) افاین باشد سیستم نسبت به ورودی برای حالتی که ابتدا
چگونه با اعمال تغییراتی  کهنیاراجع به  انتهاو در روابط نوشته شده

، بحث نیز مسئله را حل کرد ((98) رابطه) برای حالت غیرافاین توانیم
 .شدانجام خواهد

(8) 
( )

( )

 , ,  n m p

x f x Bu

y h x Du

x X R u U R y Y R

 

 

     

 

را جزء مفروضات  یسازمدلدقت  توانیمسزم به ذکر است که هم 
آن را بسته به معادست حالت تعیین  توانیماولیه طراحی دانست و هم 
 دهکننکنترلکه تعیین آن نیز به طراح  شودیمنمود. در این جا فرض 

)کهآنبا فرض  یسازمدلدرنهایت  یعبارتبهسپرده شود.  )f x  معادله
)غیرخطی سیستم و )g x دقتبه  ،ل چندوجهی معادل آن باشدمد 

 :خواهدشددهیرس (2) رابطهمذکور در 

(2) 
2

(X) sup ( ) ( )fgdiff f x g x    

 (9)که در  است یارابطه، سیستم معادل منظور از مدل چندوجهی

مقاله تشریح  ادامهسیستم است که در  یسازمدلدقت  . استشدهذکر 
اخیر همواره بایستی اختلاف مدل چندوجهی  رابطهشد. برطبق خواهد

 یاهشدنییتعشیازپاز مقدار  ،معادل سیستم غیرخطی اصلی با خود آن
 باشد. ترکم

 یبندهیناح -1-2

تم، مدل سیس بودنیرخطیغتوجه به میزان یعنی این که با یبندهیناح
با دقت مدنظر را انجام  یسازمدل توانیمبا چند مدل خطی  شودتعیین 

 .اندشدهخطی در فمای کاری چگونه چیده  یهامدلداد و این 
 برای تعیین افتهیتوسعه، تجمیع، تفکیک و نواختکی یهاروش
روش ترکیبی  مقالهدر این  .استشدهه شرح داد[ 29] نواحی در
 .شدخواهدسیستم ارائه  یبندهیناحبرای  افتهیتوسعه
جزی م صورتبه افتهیتوسعه یبندهیناحطبق این روش ابتدا روش بر 
این نواحی طوری  شده و سپسحالت اعمال  معادلهسطرهای  همهبه 

 :ابطهرمثلًا  باشند. کل سیستمنیاز  یگوپاسخکه  شوندیم ترکیب

(9) 
. .

1 1 2 2( , ), ( , )

( , )

x f x u x f x u

y h x u

 


 

 بهباتوجه .دهدیمحالت یک سیستم دومتغیره غیرخطی را نشان  معادله

 بر تابع افتهیتوسعهش با اعمال رو ، فرض شود1شکل 
1f  این نتیجه

و  شودناحیه تقسیم  4به  Aشکل که اگر فضای کاری به شودحاصل

اختلاف مدل  در مرکز هر ناحیه محاسبه شود،خطی معادل  یهامدل

 مد نظر طراحاصلی و معادل تقریبی آن در هر کدام از نواحی، از حد 

 مشابه برای صورتبه؛ ضمناً است ترکم
2f نیز با اعمال همان روش 

 .شودحاصل Bشکل یبندهیناح

مثل  یبندهیناحیک ، کهنیایعنی  Bو Aیبندهیناحدو  ترکیب
نواحی مورد نیاز تابع  یگوپاسخشود که هم  انتخابطوری  Cشکل

1f 
تابع ازیموردننواحی  یگوپاسخو هم 

2f  باشد؛ به عبارتی اجتماع
حالت سیستم  معادلهبرای هر یک از توابع  شدهافتی یهایبندهیناح

 .باشدیمنهایی  یبندهیناحاصلی، 

 
 : چگونگی انتخاب نهایی نواحی1شکل 

 
، یبندهیناحبرای  افتهیتوسعهسزم به ذکر است که منظور از روش 

ای فم یبندهیناحاست که در آن ابتدا با استفاده از روش تفکیک،  آن
در  شدهنییتعروش تجمیع به نواحی  اما گیرد؛ در ادامهکاری صورت 

شد. اجماسً باید گفت در روش تفکیک ابتدا با ل اعمال خواهدقب مرحله
کل فمای کاری را با دقت مدنظر  توانیمفرض این که با یک مدل خطی 

مطلوب، دقت  نشدنبرآوردهرده و در ادامه و درصورت ، شروع کزدتقریب 
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نهایت در که شوندیم ترکوچکنواحی مرحله به مرحله کوچک و  قدرآن
 .گرددحاصلدقت مدنظر نواحی،  همهدر 

خطی  یهامدلکه  یبندهیناحیک  کهآندر روش تجمیع با فرض 
  باشد، برای دردستر کندیم، دقت مدنظر را تممین در هر ناحیه آن

نواحی درصورت امکان یکی  دودوبه شودیمکاهش تعداد نواحی سعی 
اگر کل فمای این دو ناحیه را یک  کهنیادو ناحیه یعنی  شدنیکی؛ شود

ف ، اختلاشوداخیر محاسبه  هیناحناحیه فرض کنیم و تابع خطی معادل 
لوب از حد مط اخیر هیناحدر این مدل اصلی غیرخطی و معادل خطی آن 

 .[02]تجاوز نکند
با بیش از یک  ییهاستمیس یبندهیناحبه روش  یااشاره همان،در 

ه و نشد افتهیتوسعهتفکیک، تجمیع و یا  یهاروشمعادله غیرخطی با 
ریح تش هاستمیسامکان تعیین نواحی این نوع  نواختکیتنها با روش 

 بهباتوجه نواختکییافتن نواحی با روش  کهآن؛ حال استشده
 یارسشده که ب شماریببه نواحی منجر ،بسیار زیاد این روش یکارمحافظه

یبی رکت ش؛ این مشکل با ارائه روبردخواهدرا باس پیچیدگی حل مسئله 
 .استشدهحل  افتهیتوسعه

 تعیین پارامترهای هر ناحیه -2-2

یک سیستم  دو دسته مختلف پارامتر در مدل چندوجهی معادل
را  یاگانه Nنواحی ،با طی مراحل قبلغیرخطی موجود است. فرض 

 ،یرز صورتبه هاآندر مرکز  شدهیسازیخط یهامدلکه با ترکیب  یافته
توجه شود که هر ناحیه  .استرفتهیپذانجام  مد نظربا دقت  یسازمدل

که این  دهدیماز فمای کل کاری سیستم را پوشش  یامحدوده
، به اختصار باامiهیناحمرزبندی برای 

iz  ؛ در استشدهنشان داده
حقیقت منظور از

iz ،هیناح محدودهiباشدیم، ام  . 

(9) 1

1

( ){ }

( ){ }

N

i i i i i

i

N

i i i i i

i

x w z A x B u a

y w z C x D u c





  

  





 

، داروزن یاتکه یسازیخطفازی،  یهامدلچون  ییهانامفوق با  رابطه
 .شودیمشناخته  خطی چندوجهی یهامدل چند مدله و
همان  اندآمدهدر هر دو سطر  {}اول پارامترها که در داخل  دسته
استفاده از  تعیین این ضرایب ساده وهیش. اندیسازیخطپارامترهای 

 ؛ به عبارتی:است یسازیخط

(5) 

( , ),   ( , )

( , )

( , ),   ( , )

( , )

i i i i i i

i i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i i

f f
A x u B x u

x u

a f x u A x B u

h h
C x u D x u

x u

d h x u C x D u

 
 
 

  

 
 
 

  

 

 :صورتبهچندوجهی  یهامدل .اندمجهولمبین ضرایب 

(1) 
1

({A ,B ,a ,C ,D ,c }) =

(PLM)| ( ) 0 & ( ) 1

i i i i i i

N

i i i i

i

w z w z




 
  

 


 

)بر طبق آن، که  شوندیم یبنددسته )i iw zدر عامل ایجاد تفاوت ها 

که اتفاقاً  فوقبوده و تنها دو شرط چندوجهی مختلف  یهامدل
لحاظ شود. در این  هاآن، بایستی در تعیین بسیار منطقی است

 تا برخلاف قبل شودیمانجام  یصورتبهمقاله تعریف تابع وزنی 
( از تداخل بین نواحی جلوگیری شود؛ به این منظور برای 2)شکل 
ماتریسی دوخطی مواجه  نامعادلهروند حل مسئله با یک  کهآن
مان واحد و به شکل ه اندازه، تابع وزنی به شکل فیلترهایی با نشود

ه توابع وزنی دیگر دوار نبوده و مشاب یعبارتبه؛ شودیمناحیه تعریف 
 . اندقائمنواحی دارای رئو  

 
 پیشین وهیشبه  هاآنبر پوشش توابع وزنی نواحی و  :2شکل 

در مرزها  سزم است تا پیش نیایدتداخل مشکل  کهآنبرای ضمناً 
پیشنهادی که برای مرز مشترک دوناحیه  ؛نیز دقت کافی صورت گیرد

 ی از نواحی فرض شود.تنها متعلق به یکآن است که مرز  شودیم داده
رای هر ناحیه، ب کنندهکنترلتعیین نهایت پس از پایان محاسبات در

ه ب، مرز گرعملجلوگیری از ایجاد پرشی ناگهانی در سیگنال ورودی به 
ر د به این ترتیب ؛شودیمتقسیم مجاور  هیناحصورت مساوی بین دو 

 آن نقاط آن ناحیه یک و در مرز همهتوابع وزنی برای هرناحیه در  نهایت
 خواهدشد.تعریف  955

 یشین استفاده شود، طراحی کنترلر،توجه شود که اگر از توابع وزنی پ
ماتریسی دوخطی خواهدشد؛ یعنی اوسً حل  نامعادلهمنجر به حل یک 
 موجود در یهاروشخواهدشد و ثانیاً  برترزمانو  دهیچیپمسئله بسیار 

سراسری  نهیبهما را لزوماً به جواب حل نامعادله ماتریسی دوخطی، 
 رساند.نخواهد

 ودهر ناحیه"  یگریرخطیغ"حد مجاز خطای سیستم" و "عدد 
. این دو پارامتر در بررسی شدخواهندتبیین ادامه پارامتری هستند که در 

 .ددارنپایداری و طراحی کنترلر ردیاب نقش بسیار مهمی 
که ذکر شد حد مجاز خطای سیستم است. برای تعیین آن  طورهمان

 اگر فرض شود که:

(1) 

1 11 1 2

22 1 2
2

1 2

1 2

x (x ,x ,..., x )

(x ,x ,..., x )x
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n
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حالت یک سیستم غیرخطی بوده و معادله
1 ،

2 و ... ،
n مجاز  حد

که ذکر شده بایستی  طورهمانگانه باشد، اولاً nخطای سطرهای

ی ؛ ثانیاً بایستگیردبرای هر سطر صورت  یبندهیناحجداگانه  صورتبه

سطری هم نسبت به نواحی صورت گیرد. توجه شود که اگر  ترکیب

د مقدارمتغیرهایش خطی باش
i  برایش صفر است و این سطر هیچ اثری

بودنکی بهباتوجهو  (0) رابطهنهایی ندارد. با بازنویسی  یبندهیناحدر 

( )i i

i

w z ،شودیمحاصل زیر  رابطه: 

(8 )

2

1 1 2

1

1 2

11 1 1 1 1

1 2 2

(X) sup ( ) ( )

(x , x ,..., x )

sup ( )

(x , x ,..., x )

x

sup

x

fg

n
N

i i

i

n n

i ni i fg

n i nni n ni fg n

diff f x g x

f

w z

f

A A a diff

A A a diff



 



 

 
 
 
  

       
                 
                

 

هر که برای  اندشدهنواحی طوری تعیین و در کنار هم چیده  میدانیم

ناحیه شرط
2

sup fg i idiff   هنتیجدربرقرار باشد؛:  

(4) 
1

2

1 2 1

2

sup

sup

sup

fg

fg n

fg

nfg n

diff

diff

diff

diff





    
    
     
         

 

، بهترین تعریف برای آن (2) رابطهدر تعریف بهباتوجهبرقرار بوده و 
 :باشدیمحالت  معادلههمان نرم دوم حدود مجاز سطور 

(89) 

1

2 2 2 2

1 2

2

... n

n




   



 
 
     
 
 
 

 

یا یگریرخطیغعدد 
iL  بیشینه  یگریرخطیغمعیاری از میزان

در موجود  9تزیشپیل. این عدد در حقیقت همان عدد است یک ناحیه
 یسازمدلنسبت خطای  خواهدلغیرخطی است. برای تابع  ریاضیات

ین گویای ا ،یسازیخطاول تیلور( به فاصله از مرکز  مرتبهبسط  مانده)
سطر  n ممکن است تا کهآن بهباتوجهرامتر است. برای هر ناحیه اما پا

تعداد از  nانتظار تا  توانیمحالت موجود باشد، لذا  معادلهغیرخطی در 
 چون اما ناحیه یگریرخطیغعدد  اعداد و متناظر با هر سطر داشت. این

آن ناحیه را نشان دهد، چیزی جز نرم  یگریرخطیغ نهیشیببایستی 
 نیست؛ بنابراین برای هر ناحیه: هاآن)بیشینه(  تینهایب

(88) 1 2max{ , ,..., }i i i niL L L L 

  ردیاب سیستم غیرخطی افاین کنندهکنترلطراحی  -3

(82) 
( )

( )

 ,n p

x f x

y h x

x X R y Y R





   

 

(89) 
1 1

( ){ }, ( ){ }
N N

i i i i i i i i

i i

x w z A x a y w z C x c
 

     

 : 1 قضیه

با آن  چندوجهی معادلو سیستم  (82) رابطهبرای سیستم غیرخطی با 
,...,1,2} ی برا ،(89) رابطه در دقت  }i N با این شرط که نواحی

0TPاگر شامل مبدأ نباشند،  P   و اسکالرهای
1 2, 0i i    طوری

 یافت شوند که:

(89) 

2 2

0 0

2

1

1

2 2

0 0
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2
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0 2 1
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)برقرار باشد، ) TV X X PX  هرکاندید تابع لیاپانوف برای  توانیمرا 
هر دو سیستم )اصلی و تقریبی(  دو سیستم اصلی و تقریبی دانست و

 مجانبی پایدار خواهندبود. صورتبه
0TP سزم است، شامل مبدأ هیناح برایضمناً  P   طوری یافت

0Tشود که شرط 

i iA P PA   نمایدارضا را    .  

 اثبات

برمبنای روش دوم پایداری لیاپانوف برای یک سیستم دینامیکی اگر 

V(X) = Xبرای PX,P P > 0T T رابطه 
.

(X) 0V   ،برقرار باشد
توجه اب .خواهدشدتممین تعریفش  حوزهسیستم در  آنپایداری مجانبی 

( 82) چندوجهی آن )روابط معادلاصلی و غیرخطی سیستم  معادله به
 :صورتبهسیستم غیرخطی افاین را  توانیم ((89و )

(85) 
1

( ) ( ){ ( )}
N

i i i i i

i

f x w z A x a F x


   

)کهنوشت  )iF x که  بوده یسازمدلبسط تیلور یا همان خطای  مانده
  :گرددیمزیر حاصل  معادله(، برای آن 5) رابطهتوجه به با

(81) 
0 0 0( ) ( ) ( ) ( )( )i i i i

f
F x f x f x x x x

x


   


 

0ix) یسازیخطدر نقاط مقدار مانده  اخیر رابطهبراسا   x) ،
 رابطهدرنتیجه برای هر ناحیه است؛ صفر 

0 02 2
( ) ( )i i i i iF x F x L x x   0صفربودن بهباتوجه( )i iF x :به 

(81)    2

0 0( ) ( )
TT

i i i i iF x F x L x x x x   

 و مقدار عددی آن: iLروش تعیین بهباتوجهد. تبدیل خواهدش

(81) 0 2i iL x x   

کهآن بهباتوجهبه وضوح ( به دست خواهدآمد؛ 84) رابطه، لذا بودهبرقرار 
( ) 0i iw z  بود.( خواهد29) نامعادله( 84) رابطه، شرط پایداری 
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(84) 
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(29) ( ) 0 0 ( ) 0

1 0 0 1

T T

i i i

i i

T
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x A P PA P P x

F x P F x

P





    
    

    
        

 

 ، بایستیبرای تشکیل مدل چندوجهی با دقت کهآنباتوجه به 

   2 2

0 0

T

i i iL x x x x     برای هر ناحیه برقرار باشد، با بازنویسی

 :این شرط

(28) 

2 2
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ضمناً و   2

0 0( ) ( )
TT

i i i i iF x F x L x x x x   :داریم 

(22) 

2 2

0

2 2
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i i i

i i
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x L I L x x
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، به ([29] )رجوع شود به شر مکملبا استفاده از روش نیز  درنهایت
 .دیرسمیخواهشروط ذکرشده در قمیه 

0i، به وضوح استکه شامل مبدأ  یاهیناحبرای   بوده و ازطرفی 
 بهباتوجه طرفیاز؛ استمبدأ همان همین ناحیه نیز  یسازیخطمرکز 

کهآن
0( )i

f
A x

x





بوده، از پایداری 
iA (0)به سادگی پایداری

f

x




را  

؛ برای بررسی پایدشودیمگرفته نتیجه 
iA  بهباتوجهدر این ناحیه

( ) 0i iw z  :بایستی 

(29) 0T

i iA P PA  

تمامی نواحی بررسی شده و  بیترتنیابه؛ روشن استبرقرار باشد که 
     .            شودیمپایداری مجانبی سیستم اصلی تممین 

 :صورتبه خورپسا فرض اعمال ب

(29) 
1 1

( ) ( ) ( ) ( )( )
N N

i i i i i i i

i i

u t w z u t w z K x 
 

     

 به شکل: بستهحلقهمعادست 

(25)  
1 1

( ) ( )( )
N N

i i i j j j j i

i j

x w z A x B w z K x a
 

      

 خاصیت بهباتوجهکه  هشد
1

( ) 1
N

k kw z خواهدشدحاصل ( 21) رابطه .

ت سطرهای مختلف این حالت مشخص اس معادلهاز این  طورکههمان
یک ناحیه تشکیل نها از جملاتی با اثرگذاری ت کهآن برعلاوهمعادله 
i)اندشده j هیدوناحد که از اثرگذاری ن(،جملاتی را نیز در خود دار 

i)اندشدهتشکیل  متفاوت j  از تداخل بین نواحی دقیقاً  منظور(؛
 است. اخیر نکتههمین 

(21) 

1 1

1 1

1 1
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( )( ) ( )
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j j
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 تداخل بین نواحیبه شکلی جدید تابع وزنی  در این مقاله با لحاظ
(, ( ) ( ) 0

i i j j
i j w z w z  ) حالت به شکل: معادله حذف شده و 

(21) 2

1

( ) {( ) ( )}
N

i i i i i i

i

x w z A BK x a B


    

وان د، تنندار یک مقداریو  صفربع وزنی جز توا کهآن بهباتوجه .شدخواهد
 بوده و درنتیجه: هاآنتوان نخست  برابر، هاآندوم 

(21) 
1

( ){( ) ( )}
N

i i i i i i

i

x w z A BK x a B


    

 یک سیستم غیرخطی  بسته حالت حلقه معادلهشکل نهایی  گرانیب
. با فرض باشدیم و تابع ضرایب فوق، خطی چندوجهی یهامدلافاین با 

i i iG A BK  و 
i i ia B   اخیر همان شکلی  بستهحلقه  معادله

آزمون برای . بنابراین استشدهذکر  (89) رابطه، که در ردیگیمرا به خود 
 :باید نامعادستی پایدار

(24) 
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,با فرضبرقرار باشند. 

,

T T T

i i i i

T T T

i i i i

PB B P

PBK Y K B P Y

     


 

 :و بازنویسی روابط 

(99) 
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 خطی است.  نامعادلهحاصل شده که فرم مناسب برای یک ماتریس 
 :، شرط سزم پایداری برقراریکه مبدأ نیز عمو آن است یاهیناحبرای 

(98)     0
T

i i i iA BK P P A BK    

 :بوده که

(92)   0T T

i i i iA P PA Y Y    

 است. این معادلهاستاندارد  فرم
)نهایت برای کنترلررد )i iK x    روابطدر هر ناحیه: 

(99) 1 1,i i i iB P BK P Y    

که مقادیربرقرار خواهدبود 
iK و 

i کهآن باتوجه بهB در دست است ،
 . شوندیمبه سادگی تعیین 

ردیابی یعنی آن که پارامتری مشخص از سیستم بتواند فرمانی 
 [22]در  طورکههمانرا دنبال کند. برای رسیدن به هدف ردیابی  ورودی

متغیر  کردناضافهنیز از آن بهره برده شده است، از  جانیاآمده و در 
 .خواهدشدحالت جدید استفاده 

 : 2 قضیه
 حالت جدید به سیستم در دست: معادلهبا تعریف 

(99) ( )q r y t  

 در این رابطه ورودی مرجع و r. مقصود ازشودیمردیابی مهیا  مکانا
( )y t  د. کننیز همان پارامتری  است که بایستی فرمان مرجع را دنبال

 ،با این تغییر
1

( ){ }
N

i i i i

i

X w z G X 


  نهایی بستهحلقه حالت معادله 

بوده و با پایدارسازی آن هدف ردیابی تممین  (82) رابطهشده که به فرم 
                                .شودیم

 اثبات

 :صورتبهبا افزودن حالت انتگرالی معادله حلقه بسته سیستم 

(95) 1

1

( ){ }

( ){ }

N

i i i

i

N

i i i

i

x w x A x Bu a

q w x r C x Du d





  

   





 

 از آن نیز گرفته شود:  خورپستبدیل شده و ضمناً بایستی 

(91)  ( )i i i i

x
u t K L

q


 
    

 
 

شده رذکخاصیت  بهباتوجهسیستم ردیاب  بستهحلقه معادلهدر نتیجه 
 :صورتبهبرای توابع وزنی 

(91)1

1

( ){( ) ( ) ( )}

( ){( ) ( ) ( )}

N

i i i i i i i

i

N

i i i i i i i

i

w z A BK x BL q a B
x

q
w z DK C x DL q r d D









 
    

 
  
  

     
 





 

 با فرض:خواهدشد. 

(91 ), ,
i i i i i

i i

i i i i i

A BK BL a Bx
X G

DK C DL r d Dq






      
      

       
 

 صورتبه(  و 89) رابطه صورتبهمعادست حالت سیستم ردیاب 

1

( ){ }
N

i i i i

i

X w z G X 


  زی سیستم پایدارساشد که با خواهد

 .اخیر، ردیابی انجام خواهدشد بستهحلقه
 یریپذلکنتربرای کنترل یک سیستم ابتدا  که کنترل خطی مشابه

 .وجود داردآزمون،  آننیز  جانیاباید بررسی شود،  آن

 : 3 قضیه
حی، نوا تکتک یریپذکنترلبا فرض  گفتهشیپبرای مدل چندوجهی 

A) یهازوجاگر  , B)i سیستم ردیاب دنکامل باش ریپذکنترل ،
 .خواهدبودکامل  ریپذکنترل

(94) 
0

,
0

i

i

i

A B
A B

C D

   
    

   
 

مون دو آز یستیباردیاب سیستم  یریپذکنترلراین برای آزمون نابب
یهازوج یریپذکنترل اولی در بررسی شود که ,iA Bتکتک برای  

 ربودنیپذکنترلیا  توانیمهم  برای آزمون دومو  بررسی شدهنواحی 

A)یهازوج , B)i[29] زیر را آزمون کردماتریس  بودنرنکتمام و یا. 

(99) B A

D C

 
 

 
 

 1 ملاحظه
 مشابه: یسیستم اگر

(98) 
( , )

( , )

 , ,  n p

x f x u

y h x u

x X R u U R y Y R





     

 

نیز  x،uبرعلاوه نسبت به ورودی غیرافاین باشد، بایستی در آن
 uبر xو هم تغییرات xبر uهم تغییرات یعبارتبهشود؛  یبندهیناح
اید ب. تنها کندینم. اما این تغییر پیچیدگی زیادی ایجاد گذاردیماثر 
 در مرحله بیترتنیابه ؛اندحالتنیز متغیرهای  هایورودکه  شودفرض 
ورودی برخورد  m متغیره با n با یک سیستم کهآنبه جای  یسازمدل
nبایک سیستم که با  شودیمفرض ، شود m بوده  متغیر حالت مواجه
 .خواهدگرفتصورت  یبندهیناحو 

در آزمون پایداری نیز تنها تفاوت آن است که ضرایب ورودی دیگر 
با  بیترتبه Dو Bیعبارتبهو هر ناحیه ضریب خود را دارد؛  نبودهثابت 

iB و iD ین نیز باید در تعیین کنترلر و همخواهندشد.  نیگزیجا
 نیز لحاظ شود. یریپذکنترلبررسی 

 2ملاحظه 

سیستم نسبت به ورودی افاین باشد) کهآنبا فرض 
iB B برای هر ،)

 ناحیه:

(92) i iY PBK 

د ک یا چناز ی خورپسگرفتن ر است. حال اگر به هر دلیلی امکان برقرا

تن داش ردیاب بدون، عملًا طراحی کنترلر متغیر حالت سیستم نباشد

؛ یعنی ضرایب جزئی( خورپس) ردیگیمصورت پسخور از آن حالت)ها( 

 .شودگرفتهدر نظر این متغیر)ها( بایستی صفر  خورپس
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 با پنج در یک سیستممثلًا فرض به متغیرهای حالت اول و چهارم 
 یرسدست، هدف ردیابی است دنبالبهمتغیر حالت و یک خروجی که 

 تغیرمیب مربوط به این دو ادرنهایت ضر؛ لذا بایستی باشدنداشتهوجود 
. دن، صفر باششدهیطراحکنترلر ردیاب  خورپسدر ماتریس ضرایب 

ماتریس
iBK  اول و  یهاستونمحاسبه خواهدشد که  زیر رابطهطبق

 چهارم آن صفر است:

(99 )

1 1 2 1 3 1 5 1

2 2 2 2 2 3 2 5 2

3 3 3 2 3 3 3 5 3

4 4 2 4 3 4 5 4

5 2 5 3 5 5 55 5

6 2 6 3 6 5 66
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0 0
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0 00

0 0

0 0

T

i

B B k B k B k B L

B K B k B k B k B L

B K B k B k B k B L
BK

B B k B k B k B L

B k B k B k B LB K

B k B k B k B LB L

     
     
     
     

      
     
     
     
        

 

برای تشکیل
iY ،ماتریس مثبت معینP  از سمت چپ در

iBK  ضرب
و  اول یهاستونجزئی سزم است تا  خورپسبرای طراحی  لذا، شودیم

چهارم 
iY .با  توانیم ،افزارنرم برای فهماندن این مطلب به، صفر باشند

با بعدهمکه  ضرب ماتریسی چون 
iY  به آن  یهاهیدرا همهبوده و

در طرفین صفر است دنظر طراحم هیدراجز 
iY نامساوی مطلوب برای ،

این بخش را فراهم کرد؛ چرا که در ماتریس مربعی متقارنی چون
iY ،

در  ام بوده وjiهیدراام دقیقاً معادل صفربودن ijهیدراصفربودن 
 همهکه ، Aخواهدلبا ماتریس  بعدهمبرای تشکیل ماتریسی  ریاضیات
باشد، باید  Aخاص برابر با مقدار آن در یاهیدراآن صفر ولی  یهاهیدرا

آن صفر و درایه مدنظر یک است  یهاهیدرا همهکه   ماتریسی چون
 ضرب کرد. Aرا از طرفین در ترانهاده ماتریس

 یسازهیشب -4

ا ر که در صفحه پرواز کرده مافوق صوت اسستیک پرندهاین قسمت  در
ه که جرم پرند شودیمفرض  .کردمیخواهسیستم نمونه مطالعه  عنوانبه

ملی و بر ملاحظات ع. ضمناً بناکندینمدر یک تحلیل دینامیکی تغییری 
از مودهای اسستیک داشت، بایستی  یخورپس توانینم کهنیاباتوجه به 
 صفر باشد. هاآن خورپسضرایب 

 :صورتبهو برای این پرنده معادله دینامیکی  [25] از مرجع

 
 صفحه:  پرنده الاستیک در 3شکل 

(99) 
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  بوده و:

(95) zF

m
  

خروجی این پرنده است که شتاب موشک بوده و هدف در  رابطهمبین 
 این مسئله آن است که ورودی مرجع را ردیابی نماید.

نیز ذکر  [21و  21 ،25] مراجعی نظیر دراین پرنده معادست حالت 
از ضرایب موجود در که گفته شد،  طورهمان جانیا، که در استشده
 .استشدهاستفاده  [25]

،q،1،2 و  زاویه حمله،  بیترتبهمتغیرهای حالت این پرنده و
انحراف بالک  هیزاوپرنده، مود اسستیک، مشتق آن و  یاهیزاوسرعت 

درونی نسبت  ممان Iو جرم آن mسرعت محوری پرنده، u.باشندیم
نیروی Q ممان و نیروی خارجی، zFو yM.باشندیمبه محور جانبی 

کل،
1M،ممان درونی اسستیک

1 خم میرایی معین و
1  فرکانس

توابع  Qو  yM ،ZF.باشندیمپرنده برای مود لرزشی اول  بدنهطبیعی 

 [25] که در بودهو ورودی  هاحالتتابعی از  یاچندجملهغیرخطی 
مبین فشار  بیترتبه dو pQ،refS .اندشدهکامل مشخص  صورتبه

دینامیکی و سطح و طول مرجع بوده و 
c و سیگنال ورودی  بیترتبه

 نیز ثابت زمانی سیستم است. Ta .و خروجی آن هستندسیستم 
 به دوم هیثانابتدا صفر باشد، در  1فرض ورودی مرجع مطابق شکل 

برابر شتاب جاذبه  95ثانیه جهارم  برابر شتاب جاذبه برسد، سپس در 99
برابر شتاب گرانش بر آن  29از آن کم شده و در ثانیه هشتم به اندازه 

از  ام82برابر شتاب جاذبه در ثانیه  5 افزوده شود. درنهایت نیز به اندازه
 آن کم شود.
که حالت  معادلهسطرهای ی از عتواب تغییرات محدودهبا آنالیز 

 (، مقادیر:سطرهای اول، دوم و چهارم) اندیرخطیغ

(91) 1 2 40.8, 128, 516     

که این  شودتوجه؛ استشدهمحاسبه  ی آن سطرها،حد مجاز خطا برای
توابع سطر متناظرشان به دست آمده میزان تغییرات  8/9حدود براسا  

 نتیجه حد مجاز خطای سیستم:درو 

(91) 

1

2 2 2 2

5 2

0.8 128 516 532
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و پنجم  معادست سطر سوماین مهم نیز باید ذکر شود که خواهدبود. 
 معادل خطیو تشکیل توابع  یبندهیناحخطی بوده و لذا احتیاجی به 

 .اندیخط ،کاری د؛ چرا که خود در کل فماینندار
ه در ک افتهیتوسعهپس براسا  مقادیر فوق و به روش ترکیبی س

؛ استهشدسیستم تعیین  یبندهیناحابتدای مقاله تشریح شد، نواحی 
زان می نیترشیبکه  دهدیمبرای این پرنده نشان  یافزارنرممحاسبات 

مدل خطی به  4 انتخاببوده و  در راستای محور  یگریرخطیغ
ر کل فمای کاری زیر در راستای این محور و د یهامحدودهمرکزیت 

کافی ( 2) رابطهدر  شدهیمعرفمعیار  بهدنیرسبرای برای سایر متغیرها، 
   :باشدیم

(91) 0.5 0.4, 0.4 0.3, 0.3 0.2,

0.2 0.1, 0.1 0.1, 0.1 0.2,

0.2 0.3,0.3 0.4, 0.4 0.5

iZ   

  

  

            

        

     

 

) یگریرخطیغبرای طراحی کنترلر سزم است که عدد 
iL برای )

 هیناح جزبه) گانههشتیین شود؛ این مقدار برای نواحی هرناحیه تع
. استآمده دستبه 15و  92، 81، 99، 5، 99، 25، 891 بیترتبهمیانی(، 
میانی ) هیناح کنترلر برای محاسبه برای کهنیا بهباتوجه

0.1 0.1iZ    )  که شامل مبدأ است، رابطه متفاوت بوده و به

iL  استنشدهپنجم محاسبه  هیناحنیاز ندارد، این مقدار برای. 
 به دنیرسبرای بعد و پس از تعیین پارامترهای نواحی،  مرحلهدر 

انتگرالی جدید معادلهبه معادست حالت این پرنده  ،هدف ردیابی
q r   قید عدم  کردنلحاظبرای  نیچنهم. استشدهنیز اضافه

و Bو ضرایب  2ملاحظه  بهباتوجهنیز اسستیک  یهاحالتاز  خورپس

iK  پرندهاین در،
iBK صورتبه: 

(94) 

1 2 5

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0 0

iBK

k k k L   

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

در تعیین؛ لذا شد. محاسبه
i iY PBKسوم و  یهاستونبودن ، صفر

حمله،  هیزاونمودارهای  د.قید طراحی لحاظ ش عنوانبهنیز، چهارم آن 

پرنده، ورودی کنترلی و سیگنال مرجع و شتاب خروجی،  یاهیزاوسرعت 

 .استشدهبرای سیستم مورد مطالعه در ادامه رسم 

پیشنهاد [ 25در ] MPC10 بریمبتنبرای سیستم فوق، یک طراحی 

در هر لحظه انجام طراحی در آن براسا  اجرای محاسبات  که استشده

مراحل  جانیادر  کهآن؛ حال کندیمشده و ایجاد محدودیت در اجرا 

آفلاین انجام شده و لذا محدودیت در اجرا نخواهدبود.  صورتبهطراحی 

سادگی طراحی، امکان استفاده از ابزارهای قوی طراحی در کنترل خطی، 

)غیرخطی ) یهاستمیسپوشش کلا  عظیمی از  , )x f x u امکان ،)

 یهامدلروش  بریمبتنمزایای کنترل  با هر دقت و ... ازجمله یسازمدل

اسستیک مافوق  پرندهکه از آن در کنترل  باشدیمخطی چندوجهی 

 صوت در این مقاله استفاده شد.

 
 () زاویه حمله :4شکل 

 
 ( q) یاهیزاوسرعت  :5شکل 

 
 ورودی کنترلی :6شکل 

 
 (، شتاب خروجی موشک )خط(نیچخطسیگنال مرجع ) :7شکل 
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 گیرینتیجه -5

 عادلهمبا بیش از یک معادله غیرخطی در  ییهاستمیسدر این مقاله برای 
)که بسیار پیچیدگی حل مسئله را  نواختکی یبندهیناححالت، روش 

کار ابتداد.  ترکیبی نهیبه یبندهیناح( جای خود را به روش بردیمباس 
اعمالی به هر ناحیه  یهاوزنتابع جدیدی برای دیگر این مقاله در ارائه 

 نهیبهجواب  LMIنواحی شده و با حل یک میان تداخل از  مانع که بود
طراحی و با وجود تداخل نواحی  ترشیپ ؛به دست خواهدآمدسراسری 
پیچیدگی  برعلاوهکه  شدیم BMIبه حل یک پایدارساز منجرکنترلر 

 هنیبه، تممینی در رسیدن به پاسخ این مدل نامعادست بسیار حل
  سراسری وجود نداشت.

ی مدل غیرخط با ییهاستمیس طراحی کنترلر پایدارساز برایشیوه 
 طراحی کنترلرو  نسبت به ورودی در این مقاله تشریح شده غیرافاین
 جزئی )مودهای خورپساسستیک با ارائه روشی برای  پرندهبرای ردیاب 
نیز  هاسیماتربا استفاده از خواص ضرب نیستند(،  ر دردستاسستیک 
 .استشدهپیشنهاد 
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