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اين روش بر . شود هاƽ داراƽ فرافزونگي درجات آزادƽ ارائه مي رآمد براƽ حل مسأله سينماتيک وارون روباتدر اين مقاله، روشي کا :چكيده

گيرد و منحني قامت ناميده  نماƽ هندسي بازوƽ مکانيکي روبات را در بر مي هاƽ تمام گذارƽ شده است که جنبه پذيرƽ پايه اساس منحني انعطاف

کارگيرƽ مودهاƽ فرضي براƽ شكل منحني  هدر شيوه اول با ب. شود ماتيک وارون از سه شيوه استفاده ميدر اين مقاله جهت حل سين. شود مي

دارƽ از  کردن ترکيب وزن در شيوه دوم ابتدا با استفاده از روش حساب تغييرات و مينيمم. شود قامت، به حل سينمانيک وارون پرداخته مي

كار ه گاه براƽ حل معادلات استنتاج شده، روش عددƽ حركت با آهنگ ظريف ب عريف شده و آنسازƽ ت خميدگي منحني قامت، يک مسأله بهينه

ها اهميت  در شيوه سوم به منظور استفاده از دقت مناسب و همچنين کاهش دادن مدت زمان محاسبات که در کنترل روبات. برده شده است

دست آوردن دقت ه با استفاده از اين شبكه، ضمن ب. ي گرديده استفاده شده استطراح  عصبي که بر مبناƽ توابع موجکي  خاصي دارد از يک شبکه

  .يابد هاƽ عصبي انتشار برگشتي بهبود مي اƽ نسبت به شبکه بالا، زمان آموزش تا حد قابل ملاحظه

  

  .عصبي، موجک، منحني قامت  هاƽ فرافزونگي، سينماتيک وارون، شبکه: كليدƽ هاƽ واژه
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Abstract: In this paper an efficient method for solving the inverse kinematics of Hyper-Redundant Robots is 
presented. The method is based on a flexible curve named backbone. Three approaches are presented to solve 
the inverse kinematics. In the first approach the "assumed mode method" is used. In the second approach, first 
an optimum problem using the "calculus of variations" and minimization of bending of backbone curve is 
defined. Then a numerical method named "resolved rate motion" is used for solving the obtained governing 
equations. In the third approach, a neural network based on wavelets is used to increase accuracy while reducing 
the computation time. Simulation results show that through the application of this network the learning time is 
significantly reduced in comparison to the conventional neural networks such as back propagation type 
networks. 
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  مقدمه -١
براƽ ايجاد قابليت انعطاف بيشتر و همچنين کارکرد مناسب 

هاƽ کاملاً مقيد، پيچيده و خطرناک نظير کار در  ها در محيط روبات
هاƽ  ها و کار در ايستگاه اƽ، اعمال جراحي، کاوش راکتورهاƽ هسته

هاƽ  فضايي، عمليات اكتشافي در اعماق دريا، امدادرساني در مکان
راƽ نجات جان مجروحان و کارهايي از اين قبيل، استفاده از زده ب زلزله

ƽمکانيکي روبات افزونگي درجات آزاد ƽها مطرح شده  در طرح بازو
هايي تعداد درجات آزادƽ از حداقل مورد نياز  در چنين روبات. است

کار   هبراƽ افزونگي زياد درجات آزادƽ، اصطلاح فرافزونگي ب. بيشتر است
ها با توجه به تشابه ظاهرƽ از اصطلاحاتي  راƽ اين روباتب. شود برده مي

همچون گردن قو، بازوƽ تنسورƽ و مارگونه توسط محققين مختلف 
بحث سينماتيک وارون از جمله موارد نسبتاً . نيز استفاده شده است

براƽ حل . شود اƽ محسوب مي هاƽ روباتيک فرافزونه پيچيده در سيستم
اغلب موارد از ماتريس ژاکوبي استفاده مسأله سينماتيک وارون در 

شود و در حالتي که بازوƽ مکانيکي روبات از افزونگي درجات آزادƽ  مي
معکوس  برخوردار باشد ماتريس ژاکوبي غيرمربعي بوده و از شبه

ها به  اين روش. شود يافته و يا الحاقي ماتريس ژاکوبي استفاده مي بسط
اƽ  هاƽ فرافزونه اضافي براƽ روبات دلايلي از جمله تعيين و اعمال قيود

با مطالعه در زمينه اين نوع . و حجم زياد محاسباتي مناسب نيستند
در اواخر دهه  ]۱[توان کار تحقيقي اندرسون و هورن  ها مي روبات
هاƽ  ميلادƽ را اولين گام در جهت طراحي و ساخت روبات ۱۹۶۰

با  ]۲[چانگ  پيونگ اچ ۱۹۸۷در سال . اƽ امروزƽ دانست فرافزونه
استفاده از روش ضرائب لاگرانژ، به حل مسأله سينماتيک وارون به فرم 

چيريکجيان و بورديک . اƽ پرداخته است هاƽ افزونه بسته براƽ روبات
هاƽ  سينماتيک روبات, ميلادƽ با تقريب مودال ۱۹۹۴در سال  ]۳[

ي نيز کارآيي اين روش در قالب مثال. اند اƽ را مطالعه کرده فرافزونه
 ]۴[چيريکجيان و بورديک  ۱۹۹۵در سال . نشان داده شده است

دارد  فانکشنالي که کميات خمش، انبساط و انقباض موضعي را در بر
بندƽ بهينه وارون  تعريف کرده و از حساب تغييرات براƽ تعيين پيکر

فرناندو دوارته و تنريرو ماچادو . نداƽ استفاده نمود هاƽ فرافزونه روبات
ميلادƽ با استفاده از تقريب حداقل مربعات به  ۱۹۹۸ر سال د ]۵[

ها با استفاده از روش  آن. ندا پذيرƽ پرداخته کردن سنجه تحرک بهينه
هاƽ  تقريب حداقل مربعات و روش شبه معکوس ماتريس ژاکوبي، روبات

اند که  اند و نشان داده دو، سه، چهار و پنج درجه آزادƽ را تحليل کرده
معکوس  داقل مربعات از دقت بهترƽ نسبت به روش شبهروش تقريب ح
روش  ]۶[ميلادƽ فهيمي و اشرافيون  ۲۰۰۲در سال  .برخوردار است

 ƽحل مسأله موقعيت و سرعت بازوها ƽرا برا ƽمؤثر و جديد
ها از مفاهيم منحني  آن. اند اƽ يک روبات فضايي ارائه نموده فرافزونه

ر بازوƽ روبات استفاده قامت و روش مودال جهت حل افزونگي د
 ]۳[کار برده شده و شيب منحني قامت در  هاند و نوع توابع مود ب نموده

در سال . دست آوردن فضاƽ کارƽ بيشتر بهبود بخشيدند هرا جهت ب
اƽ جديدƽ را که  طراحي يک روبات فرافزونه ]۷[يوبرله و موک  ۲۰۰۴

در مقاله . اند دهباشد با ده درجه آزادƽ ارائه نمو داراƽ حس لامسه مي
ها  مزبور نشان داده شده است که گوناگوني زيادƽ جهت حل تکينگي

 ]۸[مکانيزم جديدƽ توسط کوگانزاوا  ۲۰۰۵در سال . آيد دست مي هب
گردد که شامل عضوهاƽ سه بازويي  اƽ ارائه مي هاƽ فرافزونه براƽ روبات

استفاده اين عضوها به صورت سرƽ در پيکربندƽ روبات مورد . باشد مي
جلو و وارون اين ه ب در اين مقاله حل سينماتيکي رو. گيرند قرار مي

عدد  ۹اƽ ساخته شده با  سازƽ روبات فرافزونه مکانيزم ارائه و شبيه
در سال  ]۹[جيا و همکارانش . عضو سه بازويي، نشان داده شده است

 اƽ را فرافزونه) سيار(هاƽ موبايل  کارگيرƽ روبات هطراحي و ب ۲۰۰۶
در اين کار حل سينماتيک وارون تشريح شده و يک . تشريح نمودند

سازƽ پيکربندƽ پيشنهاد و نتايج  روش کنترلي بر اساس بهينه
يوبرله و  ۲۰۰۷در سال . سازƽ ارائه شده است آزمايشگاهي و شبيه

اƽ که به صورت سرƽ  هاƽ فرافزونه طراحي و کنترل روبات ]۱۰[موک 
هدف از . اشند مورد بررسي قرار گرفتندب درجه آزادƽ مي ۱۰و با 

طراحي اين روبات جلوگيرƽ از برخورد با نقاط تکينيگي داخلي جهت 
. باشد افزايش فضاƽ کارƽ، در عين حال کاهش اندازه کلي دستگاه مي

روشي جديد جهت  ]۱۲و  ۱۱[يحيي و همکارانش  ۲۰۰۹در سال 
ت در حقيقت پيدا ايده اساسي در اين مقالا. طراحي مسير ارائه نمودند

. کردن مسير هموارƽ است که شامل نقاط نزديک به يکديکر است
جهت محاسبه سينماتيک وارون براƽ اين نقاط از روش هندسي جديد 

مزيت اين روش اين است که زواياƽ بين عضوهاƽ . شود استفاده مي
تر  گردد که کنترل اين عضوها آسان مجاور يکسان است و اين سبب مي

. گردد ها پايدارتر باشد و مانع از برخورد با موانع   آنو حرکت 
 گـي بلادرنـروش ۲۰۱۰ال ـدر س ]۱۳[سرينياواسان و همکارانش 

(real time)  بر اساس منحني کلاسيک تراکتريکس(tractrix)  جهت
به اين صورت . اƽ ارائه نمودند هاƽ فرافزونه حل سينماتيک وارون روبات

سر بازو، انتهاƽ بازو در امتداد منحني که براƽ يک حرکت مطلوب 
تراکتريکس حرکت نموده و به همين صورت تمام بازوها در امتداد 

  .نمايند هاƽ تراکتريکس مختلف حرکت مي منحني
هاƽ حل  چه که مختصراً مرور شدند شيوه در مقالاتي از قبيل آن

 لذا محققين. دان محاسبات مواجه سينماتيک وارون با مشکل حجم زياد
هاƽ عصبي  عنوان يک راه حل براƽ اين مشکل به استفاده از شبکه هب

مثلاً در . اند که در انجام محاسبات کارايي مناسبي دارند روƽ آورده
با استفاده از  ]۱۴[رمضان شريف و همكارانش , ميلادƽ ۱۹۹۷سال 

هاƽ داراƽ افزونگي درجات  تابع لياپانوف، حل سينماتيك وارون روبات
ها روشي  آن. اند دون افزونگي درجات آزادƽ را انجام دادهآزادƽ و ب

هاƽ عصبي در  كارگيرƽ شبكه هاند كه با ب تكرارƽ را پيشنهاد كرده
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تابع لياپانوف معرفي شده خطاƽ . سازƽ تابع لياپانوف همراه است بهينه
 ۲۰۰۰در سال . گيرد بين موقعيت مچ و موقعيت مطلوب را در بر مي

اƽ با ساختار  هاƽ فرافزونه نماتيکي روباتميلادƽ خصوصيات سي
بررسي  ]۱۵[، توسط گراواگ و والکر )مثل خرطوم فيل(پيوسته 

ها جهت حل  در مقاله ارائه شده روش تجزيه موجک. گرديده است
کار رفته و مشخص گرديد که اين روش حل  هسينماتيک وارون ب

 ۲۰۰۴ در سال .سازد طور مؤثرƽ آسان مي هسينماتيک وارون را ب
اƽ با استفاده از  هاƽ فرافزونه ميلادƽ حل سينماتيک وارون روبات

 ]۱۶[عصبي تابع با مبناƽ شعاعي توسط مولينا و همکارانش   شبکه
هاƽ خوب و مقاوم اين  دست آمده قابليت هنتايج ب. ارائه گرديده است
هاƽ  ميلادƽ استفاده از شبکه ۲۰۰۵در سال . دهد مدل را نشان مي

اƽ به کمک روش  هاƽ فرافزونه حل سينماتيک وارون روباتعصبي در 
مودال و استفاده از مودهاƽ متفاوت نسبت به مودهاƽ تعريف شده در 

. مطالعه شده است ]۱۷[الهي  ، توسط حاج عباسي و نعمت]۳[مرجع 
هاƽ  روشي بر اساس شبکه ۲۰۰۷در سال  ]۱۸[ليو و همکارانش 

اين روش الهام گرفته از منحني  .عصبي انتشار برگشتي ارائه نمودند
است و قادر به حل مسأله کنترل يک بازوSerpenoid ( ƽ(سرپنوئيد 

اƽ است که داراƽ هرگونه حرکت در مسير دلخواه  مارگونه صفحه
استفاده از شبکه عصبي در مدل کردن سينماتيک وارون . باشد مي

در سال . دمزايايي از جمله کاهش پارامترهاƽ کنترل و افزايش دقت دار
 ]۱۱[با استفاده از روش ارائه شده در  ]۱۹[يحيي و همکارانش  ۲۰۰۹

اƽ  هاƽ فرافزونه هاƽ عصبي به حل سينماتيک وارون روبات و شبکه
يافته از دقت خوبي  نتايج حاصل از شبکه عصبي آموزش. پرداختند

  .برخوردار هستند
ز مشکلات طور که اشاره شد ا با توجه به مقالات ارائه شده همان  

محاسبات جهت حل مسأله سينماتيک وارون   مطرح، حجم زياد
از آنجايي که زمان، پارامتر مهمي در طراحي و کنترل . باشد مي

هاƽ  عصبي براƽ روبات هاƽ باشد بنابراين از شبکه ها مي روبات
اƽ  هاƽ افزونه هاƽ متداول و حتي روبات اƽ که نسبت به روبات فرافزونه
  .شود ستفاده ميترند ا پيچيده

ويژگي اول . کار تحقيقي در اين مقاله داراƽ دو ويژگي جديد است  
را پوشش  ]۳[آن پيشنهاد مودهايي است که نواقص کار تحقيقي قبلي 

ويژگي دوم آن پيشنهاد شبکه عصبي جديدƽ جهت سرعت . دهد مي
اين شبکه عصبي جديد بر مبناƽ توابع . باشد بخشيدن به محاسبات مي

راحي شده و زمان آموزش در اين شبکه به طور قابل موجک ط
  .يابد کاهش مي معمولي عصبي هاƽ اƽ نسبت به شبکه ملاحظه

کار برده شده، در بخش دوم يک  هدر اين مقاله براƽ درک بهتر روش ب
سازƽ به  در اين مدل. مدل رياضي مناسب از مسأله ارائه شده است

هاƽ  اƽ تحليل سيستمشود که جامعيت لازم بر اƽ عمل مي گونه
هاƽ سوم و چهارم با توجه به  در بخش. اƽ حفظ شود روباتيک فرافزونه

هاƽ مودهاƽ فرضي  مدل رياضي ارائه شده، به ترتيب با استفاده از روش
هاƽ مورد نياز جهت آموزش شبکه عصبي موجکي  سازƽ، داده و بهينه

ي موجکي پس از آن در فصل پنجم ساختار شبکه عصب. آيد دست مي هب
هاƽ  کارگيرƽ شيوه هدر فصل ششم با ب .گردد و يادگيرƽ آن تشريح مي

ارائه شده در اين مقاله، به آموزش شبکه عصبي موجکي پرداخته 
هاƽ عصبي معمولي با  اƽ بين شبکه در فصل هفتم مقايسه. شود مي

سرانجام در فصل هشتم . شود شبکه عصبي موجکي انجام مي
  .گيرد دست آمده صورت مي هبگيرƽ از نتايج   نتيجه

  

  سازƽ سينماتيکي سيستم  مدل -٢
سازƽ سينماتيکي ابتدا توضيحات لازم درباره  قبل از تشريح مدل

هاƽ  بازوƽ مکانيکي روبات. شود اƽ آورده مي هاƽ فرافزونه ساختار روبات
داراƽ فرافزونگي درجات آزادƽ از لحاظ ساختارƽ به سه نوع عمده 

شوند  خرپايي با هندسه متغير و پيوسته تقسيم ميپيکربندƽ گسسته، 
  ). ۱   شکل (

 

          
  

(c                 (b                          (a  
 

  اƽ هاƽ مختلف روبات فرافزونه پيکربندƽ):  ۱(شکل 
a  ( گسستهb  (هندسه متغير  c (پيوسته  

  

ها زياد  آنهاƽ صلبي است که تعداد  پيکربندƽ گسسته شامل رابط  
نوع ديگرƽ از بازوهاƽ مکانيکي داراƽ ). به بالا ۱۰از مرتبه (است 

فرافزونگي درجات آزادƽ به لحاظ ساختارƽ با ترکيب سرƽ از 
شوند و به نام خرپايي با هندسه متغير  هاƽ استوارت ساخته مي مدول

در پيکربندƽ پيوسته از اجزايي که قابل مقايسه با . معروف هستند
اƽ هستند و توانايي باز و جمع شدن را دارند استفاده  هيچهبافت ما

اندازهاƽ پنوماتيکي يا هيدروليکي  در اين نوع پيکربندƽ از راه. شود مي
  .شود استفاده مي

   ƽمکانيکي دارا ƽپس از اين مقدمه در مورد ساختار بازوها
سازƽ سينماتيکي پرداخته  فرافزونگي درجات آزادƽ، اکنون به مدل

اƽ که  ارائه مدلي مناسب از بازوƽ مکانيکي روبات فرافزونه .دشو مي
خوبي پوشش دهد اولين گام در حل  ههاƽ سينماتيکي را ب بتواند ويژگي

براƽ اين منظور ابتدا تعريف . شود مسأله سينماتيک وارون محسوب مي
شود که در ساختن مدل رياضي از بازوƽ  منحني قامت انجام مي

  . کند ƽ نقش مهمي ايفا ميا مکانيکي فرافزونه
پذير با زمان است  منحني قامت يک منحني هموار تا حد لزوم و شکل

بندƽ کلان و يا همه   هاƽ مهم مربوط به پيکر  که تمام جنبه
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نماƽ ظاهرƽ بازوƽ مکانيکي داراƽ فرافزونگي  هاƽ تمام مشخصه

 لحظه در هر قامت منحني شکل. گيرد درجات آزادƽ را در بر

بيان شکل  و براƽ روبات در آن لحظه است کننده پيکربندƽ مشخص

قامت به  روƽ منحني نقاط منحني قامت از مختصات کارتزين

)(فرم ts,r شود استفاده مي. s  پارامتريست که فاصله را در امتداد

در هندسه کلاسيک، . کند ميرƽ گي اندازه t در زمان منحني قامت

  . ها وجود دارد چندين روش پارامتريزه کردن براƽ بيان منحني

هاƽ ذاتي که با کمترين مجموعه از پارامترها به تعريف  روش  

اند و با تغيير چارچوب مرجع،  کنند بيشتر مورد توجه منحني کمک مي

ن منحني هاƽ پارامتريزه کرد يكي از مفيدترين روش. نامتغير هستند

قامت، بيان انتگرالي است كه در اين شيوه بردار مکان نقاط متعلق به 

  :توان به شکل زير نوشت منحني قامت را مي

)۱(  sss dt,)t,ε(ts, )()(1)(
s

0
ur ∫ +=

 
)(که  ts,u ستانقطه  هر در منحني به مماس يکه بردار. )( ts,ε 

)(.دهد را نشان مي موضعي پذيرƽ ميزان انبساط ts,u حالت دو  در را

ts, cos(θ),ts, [sin(θ[(توان به صورت  بعدƽ مي نوشت  )()(

)(که ts,θ نقطه  در قامت منحني بر مماس زاويه خطs و لحظهt 

جهت مثلثاتي  خلاف در دستگاه مرجع yاين زاويه از محور. است

روابط زير در حالت دو بعدƽ موقعيت انتهاƽ . شود گيرƽ مي اندازه

  .دهند روبات را نشان مي

)۲(  )dst,)sin(θt,ε(tX )(s)(s1)(
L

0∫ +=
 

)۳(  )dst,)cos(θt,ε(tY )(s)(s1)(
L

0∫ +=
 

)۴(  )(L)( t,θt =η  
ηوL  يافتن . و طول روبات هستند) انتها(به ترتيب زاويه مچ

)(توابع ts,ε و)( ts,θدر حقيقت حل  معلوم مچ، ، با داشتن موقعيت

جهت حل سينماتيک وارون سه شيوه . است مسأله سينماتيک وارون

استفاده شده در اين مقاله از پيکربندƽ پيوسته . گردد زير پيشنهاد مي

  .است

  

  استفاده از مودهاƽ فرضي: شيوه اول -٣
)(0(بدون انبساط  براƽ روبات ts,ε ، تنها مجهول مسأله )=

)(سينماتيک وارون، تابع  ts,θ حل چنين مسأله. است ƽدر  برا ƽا

ه نام ابتدا فضايي از توابع ب. شود اƽ به ترتيب زير عمل مي حالت صفحه

فضاƽ حلهاƽ آزمايشي که شرط لازم در پايه منحني قامت يعني در 

0s در مقاله حاضر در تعريف . گردد را ارضاء نمايند تعريف مي =

0)فضاƽ حلهاƽ آزمايشي، حداقل شرط لازم که  )=0θ ,t  است مورد

ربوط به تابع فضاƽ حلهاƽ آزمايشي م. شود توجه قرار داده مي

)( ts,θ  باθV شود نمايش و به صورت زير تعريف مي .  

)۵(  
1

θ 1 2

1

θ(s,t)=a(t)φ(s) |a(t) H ([t ,t ])

φ(s) H ([0,L]) φ(0)=0

{
}

= ∈

∧ ∈ ∧

V
 

)۶(  

L1 2

0
L 2

0

H ([0, L]) f (x) | f dx

(df / dx) dx

{
}

= < ∞ ∧

∧ < ∞

∫
∫

 

)( ts,θ  ƽحلها ƽکه حل مسأله سينماتيک وارون باشد، قطعاً در فضا

فضاƽ حلهاƽ آزمايشي معرفي شده . داردآزمايشي مورد نظر قرار 

مرتبه يک محسوب  (Sobolev)از فضاƽ توابع سوبولف اƽ  نمونه

مشکل کنوني، گستردگي بسيار زياد فضاƽ توابع سوبولف . شود مي

براƽ غلبه بر اين مشکل ابتدا فضاƽ مورد نظر به . معرفي شده است

iکمک توابع پايه انتخابي ( )φ s)فرضيمود ƽو با حفظ شرايط لازم ) ها

توان هر عضو ديگر اين فضا را با ترکيب  سپس مي. شود تقريب زده مي

توجه به اين موضوع و اينکه تا اينجا قيد . دست آورد توابع پايه به

iپذيرƽ روƽ توابع  جز انتگرال هخاصي ب ( )a t  گذاشته نشده است به

توان هر يک از توابع مربوط به فضاƽ  ميانجامد که  اين نتيجه مي

  :حلهاƽ آزمايشي را چنين نوشت

)۷(  
n

i i
i=1

θ(s,t)= a (t)φ (s)∑  

iلذا مسأله سينماتيک وارون منجر به جستجوƽ توابع    ( )a t 

حل تحليلي  توان با استفاده از توابع انتخابي خاص مي .شود مناسب مي

تيک وارون داشت ولي براƽ مواردƽ که و به فرم بسته را براƽ سينما

روش عددƽ حرکت با آهنگ ظريف  زپذير نباشد ا حل تحليلي امکان

) ۴تا  ۲(از معادلات بندƽ اين روش  جهت فرمول. شود استفاده مي

  : شود گيرƽ و نتيجه چنين بيان مي نسبت به زمان مشتق

)۸(  aJR �� =  
][Tبرابر با �Rاƽ،  براƽ يک روبات صفحه   γ,Y,X ���،a�  مشتق

) ۸(معادله . نيز ماتريس ژاکوبي است J. ترانهاده است Tو aزماني 

زير بازنويسي توان به صورت معادلات تفاضل محدود به صورت  را مي

  : کرد

)۹(  ]tat[Jαt ))((-)()((t) kD
1

k1k RRaa −
+ +=  

ق   موقعيت مطلوب انتهاƽ روبات است  tDR)(در رابطه فو

0α و را کنترل ) ۷(ثابتي است که سرعت همگرايي رابطه  <

در حقيقت با اين روش، منحني قامت به توابع از پيش . کند مي

گردد که  باشند مقيد مي کيبي از توابع خاص ميشده که تر تعيين

. هاƽ حرکتي روبات با اين توابع ارضاء نگردد ممکن است تمام قابليت

بنابراين با استفاده از مدل پيوسته منحني قامت و روش حساب 

ƽگردند بهينه منحني قامت حاصل مي  تغييرات، پيکربند.  
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  تسازƽ پيکربندƽ منحني قام بهينه: شيوه دوم -٤
کردن  در اين شيوه با استفاده از روش حساب تغييرات و مينيمم

سازƽ  دارƽ از خميدگي منحني قامت، يک مسأله بهينه ترکيب وزن

صورت  به حاکمت معادلا بندƽ فرمولدر اين روش . گردد تعريف مي

 بهينه شکل tلحظه هر در که داشت بايد توجه. شود مي انجام ذيل

 نوشته tآرگومان، روابط رو در اين از .شود مي جستجو حني قامتمن

 زير شکل به کردن انتگرالي به مينيمم بهينه پيکربندƽ و شود نمي

  :شود مي مربوط

)۱۰(  ds)s,...,s,s(s,I
2

1

s

s

n1 )()()(∫= qqqf
 

 قامت شکل منحني کننده تعريف ذاتي کميات مبين NεRqبردار 

  :گردد مي تعريف چنين نيز iqو است

)۱۱(  
i

i
i

d
ds

=
qq  

 بيان گونه دارند اين ربط روبات مچ موقعيت به ايزوپريمتريک که قيود

  :شوند مي

)۱۲(  
1

0

s
1 n

D
s

(s, (s), (s),..., (s))ds =∫ g q q q x  

]که  ]( )g 1 ε s,t= + u و Dx همچنين .تموقعيت مچ روبات اس 

ƽمچ از که جهت محدود نوع از قيود ƽصورت به نيز است جمله آن گير 

  :گردند ميف زير تعري

)۱۳(  0qqqh =)s,...,s,s(s, )()()( n1
 

 هاييq(s) کردن به پيدا بهينه پيکربندƽ مسأله حل ترتيب بدين

 و) ۱۲( را تحت قيود) ۱۰(با رابطه  شده بيان کميت که دوش مي منتهي

 زير شکل به لاگرانژ تابع ابتدا مسأله حل اين براƽ .کند مينيمم) ۱۳(

  :شود تعريف مي

)۱۴(  hµgµf .. vc ++=A  
تابع لاگرانژ  Aو به ترتيب ضرائب ثابت و متغير لاگرانژ  vµ و cµکه

) ۱۰(و رابطه  کنند ارضاء ار )۱۳(و ) ۱۲(قيود  هايي کهq(s) .هستند

  :يعني نمايند، مي صدق لاگرانژ ـاولر معادلات در برساند حداقل به را

)۱۵(  N1,...,j0)
q

(
ds
d1)(

n

0i
i
j

i

i
i ==

∂
∂

−∑
=

A

 
i مرزƽ شرايط و )۱۳(يا  )۱۲(قيود  به توجه با

00
i )(s qq  و =

i
11

i )(s qq  ،)۱۰(توان از حل رابطه  مي n][0,1,...,εiراƽ ب =

  .را پيدا نمود vµو cµو ضرائب لاگرانژ iqاکسترمم کننده توابع

به  اƽ در اين مقاله جهت حل سينماتيک وارون، يک روبات صفحه  

 هدف، تابعشود که  بدون انبساط در نظر گرفته ميو  طول يک متر

  :]۴[زير است  صورت به تابع لاگرانژ مربوطه و قيود

)۱۶(  ds1)
s
L̂β()

s
θ(α2

2
1I

1

0

22∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂

+
∂
∂

=
 

)۱۷(  ∫=
1

0
ee ds)θsin(x

 

)۱۸(  ∫=
1

0
ee ds)θcos(y

 

)۱۹(  )θcos(µ)θsin(µ)
s
θ(

2
1

21
2 ++

∂
∂

=A
 

sکه
0L(s,t) (1 ε(σ,t))dσ= +∫

�
و بيانگر طول کمان بين نقطه پايه  

0s(منحني  (1. باشد و هر نقطه ديگر از منحني مي) =
s
L( −
∂
∂
�

نيز  

کشيدگي يا فشردگي طول منحني قامت (پذيرƽ  معيارƽ از انبساط

  .باشد روبات مي) نسبت به طول اوليه

ناپذير  براƽ يک روبات انبساط حال براƽ تعيين پيکربندƽ بهينه  

)β   معادله اولرـ لاگرانژ ،اƽ صفحه) =0

)۲۰(  
in

i
i i

i 0

d( 1) ( ) 0
ds θ=

∂
− =

∂∑ A  

با  ديفرانسيل همراه معادلهيک  صورت به نتيجهد که شو مي مالاع

  :بود خواهد زير اوليه شرايط

)۲۱(  

0)θsin(γ)θcos(γ
s
θ

212

2

=+−
∂
∂

 
0t)θ(0, =  

3γt)(0,θ
=

∂
∂
s  

=α، )۱۶(در رابطه  معادله  حل. ]۴[در نظر گرفته شده است  0.5

 تابع مزبور، حل. کند مشخص مي را متقا منحني بهينه پيکربندƽفوق، 

 اوليه شرط .کند مي لاگرانژ کمينه و ضرائب اوليه شرايط براƽ را هدف

که  گويند يافته مي کاهش متغيرهاƽ را لاگرانژ مربوطه و ضرائب نامعين

  :شوند مي نمايش داده γبا 

)۲۲(  [ ]
TT

1 2 3 1 2γ γ , γ , γ µ ,µ ,θ(0)⎡ ⎤= = ⎣ ⎦
�  

  ƽاز تابعي مچ موقعيت ه،شد داده هدف تابع برا γ اين به. است 

 ـاولر معادلات گيرƽ از انتگرال ،γشده داده مقدار يک براƽ که صورت

 پيدا بنابراين .نمايد مي را توليد فرد به مچ منحصر موقعيت يک لاگرانژ،

 .است حل سينماتيک همان γنمودن
 تشريح معلوم، موقعيت مچ يک براγ ƽتعيين قسمت، ر ايند  

Ls در) ۱(معادله براƽ اين منظور  .شود مي =   :گردد مي محاسبه 
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)۲۳(  ∫=
L

0

ds)v(t)(L, yx
 

بطه حلي باشد که را t)(s,yاگر. يک سرƽ از توابع شکل است yکه

L)()(را با قيود ) ۱۶( tt, Dxx  γتابعي از  yاکسترمم کند آنگاه =
  :است، يعني

)۲۴(  )tγ(s,t)(s, )(yy �=  
  :دهد ، نتيجه مي)۲۳( گيرƽ نسبت به زمان از رابطه مشتقبا 

)۲۵(  
dt
d

dt
ddst))(L,(

dt
d L

0

γJγ
γ
y

y
vx =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

= ∫
�

 
بايستي توجه داشت که  .است γبين مربوط به متغيرهاƽژاکو Jکه

. بستگي به تعداد درجات آزادƽ بازوƽ مکانيکي ندارد Jابعادƽ اندازه

يافته از معادله  آوردن متغيرهاƽ پيکربندƽ کاهش دست هبراƽ ب  

يب بسيار حرکت با آهنگ ظريف با تقر دƽعد توان از روش مي )۲۵(

به صورت زير ) ۲۵(در اين روش ابتدا معادله . خوبي استفاده نمود

  :شود نوشته مي

)۲۶(  jjj1j ∆)(1
XγJγγ −+=+  

j  انديس تکرار است وj∆x محاسبه شده و  مقدار خطا بين موقعيت

 صورت براƽ مسأله مورد بررسي ماتريس ژاکويي به. مطلوب مچ است

مقادير  ژاکوبي ماتريس محاسبه براƽ .شود ساده مي )۲۷(معادله 
iγ
θ

∂
∂

 

  .شوند مي تشکيل  کمکي معادلات اين منظور براƽ .مورد نياز هستند
  

)۲۷(  

1 1 1

1 2 30 0 0

1 1 1

1 2 30 0 0

1 2 3

J(θ)

θ θ θcos(θ)ds cos(θ)ds cos(θ)ds
γ γ γ

θ θ θsin(θ)ds sin (θ)ds sin (θ)ds
γ γ γ

θ θ θ
γ γ γ

=

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥− − −

∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

  

 به متغيرهاƽ نسبت) ۲۱(معادله  از مشتق گرفتن با کمکي معادلات

  :از كه عبارتند آيند مي دست به آساني بهيافته  کاهش

)۲۸(  

2

1 22
1 1 1

d θ θ θ( ) γ sin(θ) γ cos(θ)
γ γ γds

cos(θ)

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
=

 

ƽبا شرايط مرز:  

)۲۹(  0)0)(
γ
θ(

ds
d)0(

γ
θ

11

=
∂
∂

=
∂
∂

 
  و

)۳۰(  

2

1 22
2 2 2

d θ θ θ( ) γ sin(θ) γ cos(θ)
γ γ γds

sin(θ)

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
= −

 

ƽبا شرايط مرز:  

)۳۱(  0)0)(
γ
θ(

ds
d)0(

γ
θ

22

=
∂
∂

=
∂
∂

 
  و

)۳۲(  

2

1 22
3 3 3

d θ θ θ( ) γ sin(θ) γ cos(θ)
γ γ γds

0

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

=

 

ƽبا شرايط مرز:  

)۳۳(  

0(0)
γ
θ

3

=
∂
∂

 

1)(0)
γ
θ(

ds
d

3

=
∂
∂

 

 در معادلات که داشت توجه بايد
i

θ
γ
∂
∂

 از يک هر .هستند خطي 

 و حلتوانند  مي) ۲۱(با معادلات  همزمان جداگانه، طور به بالا معادلات

  .شوند استفاده ماتريس ژاکوبي در محاسبه
  

  :شيوه سوم -٥
  هاƽ عصبي موجکي   شبکه - ٥- ١

 ƽانجام محاسبات با توجه به اهميت مدت زمان لازم برا

اƽ، با استفاده از  هاƽ فرافزونه سينماتيک وارون در کار عملي روبات

هاƽ حاصل از دو شيوه تحليل شده، به تربيت شبکه عصبي  داده

قبل از تشريح نتايج مربوط به اين کار، ابتدا . شود موجکي پرداخته مي

  .شود چارچوب شبکه عصبي موجکي توضيح داده مي
  

  تحليل چند وضوحيها و  موجک - ٥- ٢
ها خانواده جديدƽ از توابع پايه محلي هستند و کاربردهاƽ  موجک

اين . ]۲۳و  ۲۲، ۲۱، ۲۰[هاƽ علوم و مهندسي دارند  بسيارƽ در زمينه

ها توابعي  موجک. روند کار مي هتوابع جهت بيان و تقريب توابع ديگر ب

هاƽ  امنههاƽ مفيدƽ از قبيل تعامد، محلي بودن در د هستند که جنبه

. باشند کارگيرƽ سريع در مسائل را دارا مي هفرکانس و ب -زمان

 ]۲۲[ها معمولاً در چارچوب چند وضوحي که توسط ملات  موجک

گردند که به طور مختصر توضيح داده خواهد  گسترش يافت معرفي مي

2)(را در XF)(تابع . شد RL  2)(کهدر نظر بگيريد RL  ƽفضا

گيرƽ و مربع آنها  بعدƽ است که قابل انداره بردارƽ تمام توابع يک

فضاƽ بردارmV  ƽعلاوه بر اين فرض کنيد که  .پذير باشد انتگرال

ام در بر mرا در وضوح مرحله  XF)( هاƽ تابع باشد که تمام تقريب

mآنگاه فضاهاƽ بردارƽ متوالي . دارد mεV Zن تابعـ، تخمي)(XF 

ان داد که ـوان نشـت مي. دـکن ه ميـوالي ارائـهاƽ مت وحـرا در وض
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0ϕي مثل ـتابع ∈V هوجود دارد ب ƽ0,)(که  طور Xkϕ 

)0,0 )k()( VXX ∈−=ϕϕ k(تشکيل يک پايه ،  ƽمتعامد برا

0V تابع . دهد ميϕ تابع مقياس در تحليل چند وضوحي ناميده ،

  :گردد اƽ از اين توابع مقياس به صورت زير بيان مي شود و خانواده مي

)۳۴(  Zkm,)k2(2)( 2/m2/m
k,m ∈−= −− XX ϕϕ  

ر ـاگ. دـال هستنـاع و انتقـب اتسـب ضرايـه ترتيـب kو −m2که

mW  ƽمکمل متعامد فضاmV  ƽبه فضاm 1V باشد  −

mکه m m 1−⊕ =V W V آنگاه توابع پايه متناظر با ،mW ها، موجک

 km,ϕشود و به آساني از توابع  نشان داده مي km,ψنام دارد و با 
ها به صورت زير ارائه  اƽ از موجک خانواده. ]۲۱[آيند  دست مي هب

  :گردد مي

)۳۵(  Zkm,k)ψ(22)(ψ m/2m/2
km, ∈−= −− XX  

2و  (R)L گردد يان ميبه شکل زير ب:  

)۳۶(  mZm

101mZm)(
W

WWWVRL2

∈

−∈

⊕=
⊕⊕=∪= ……  

mjmj :که ≠⊥ WW  

  :توان به شکل زير نوشت را مي) ۳۶(رابطه 

)۳۷(  
m k

m,k m,k
m k

( ) d ψ ( )
=+∞ =+∞

=−∞ =−∞

= ∑ ∑F X X  

0mاگر تقريب تابع از وضوح  =   :شروع شود در اين صورت 

)۳۸(  
m 0 k

m,k m,k
m k

( ) ( ) d ψ ( )
= =+∞

=−∞ =−∞

= + ∑ ∑0F X F X X  

)۳۹(  
m 0

0,k 0,k
m

( ) b ( )ϕ
=

=−∞

= ∑0F X X  

هاآر است که به صورت زير  ترين مثال از يک موجک متعامد، تابع ساده

  :شود تعريف مي

)۴۰(  H 1 0 x 1/ 2
ψ (x)

1 1/ 2 x 1
≤ <⎧

= ⎨− ≤ <⎩
 

  که تابع مقياس متناظر با آن

)۴۱(  H 1 0 x 1
(x)

0 otherwise
ϕ

≤ <⎧
= ⎨
⎩

 

دو نمونه از توابع موجک و توابع مقياس ) ۳(و ) ۲(هاƽ  شکل .باشد مي

از نوع ) ۳(البته موجک گوسي شکل . دهند ان ميمتناظرشان را نش

کارگيرƽ در کليات آناليز چند وضوحي را  همتعامد نبوده اما امکان ب

  .رجوع شود ]۲۳[جهت اطلاعات بيشتر به . دارد
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b) Haar Wavelet 

  
  

  تابع موجک هاآر) تابع مقياس هاآر ، ب) الف): ٢( شکل
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a) Gaussian Scaling  Function 
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b) Gaussian Wavelet Function 

  
  

  تابع موجک گاوس) تابع مقياس گاوس ، ب) الف): ٣( شکل

  

  عصبي موجکي  يادگيرƽ شبکه - ٥- ٣
کند  هاƽ موجکي را تشريح مي چارچوب اساسي شبکه) ۳۸(معادله 

دهد که هر موجک چگونه در طرح کلي تقريب تابع مورد  و نشان مي

کند که توابع مقياس  اين معادله همچنين بيان مي. کند شرکت مينظر 

بعد از . توليد گردد 0Fتنها در اولين مرحله از تقريب استفاده شده تا 

در اين . شود ها استفاده مي اين مرحله در روند تقريب، تنها از موجک

 ƽروش به محض اينکه اولين تقريب براF  0يعنيF دست آمد،  هب

گردد  نامگذارƽ مي F−1دست آوردن تقريب بهتر که  هتوان جهت ب مي

در (هايي که ضريب اتساع آن با توابع مقياس  از اضافه نمودن موجک

mاينجا  = ن اين مراحل در وضوح با ادامه داد. برابر است بهره برد) 0

 F−2، يعني F−1تقريب بهترƽ نسبت به  m=-1بعدƽ، يعني 

کند که تابع اصلي با  مي اين روند تا زماني ادامه پيدا. گردد حاصل مي

و  km,bجهت تعيين ضرايب شبکه، . ]۲۰[دقت بالايي بازسازƽ شود 

m,kd ضرائب به ترين روش  در عمومي. چندين روش وجود دارد

 .]۲۰[گردند  سرعت و بدون استفاده از يک روش تکرارƽ محاسبه مي

با شبکه موجکي  (online)هاƽ يادگيرƽ بهنگام  جهت آشنايي با روش

  .مراجعه گردد  ]۲۴[نيز به 

  حالات مطالعه شده -٦
  :شيوه اول - ٦- ١

اƽ در دو حالت  با توجه به مطالب ذکر شده، بازوƽ مکانيکي فرافزونه

در حالت اول از دو تابع زير در تعريف . گيرد مورد تحليل قرار مي
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  .شود قامت استفاده مي  منحني

)۴۲(  1φ (s) =sin(2πs/L)  
)۴۳(  2φ (s) =1-cos(2πs/L)  

اند  يان و بورديک پيشنهاد شدهاين توابع اولين بار توسط چيريکج  

و انجام ) ۴تا  ۲(و ) ۷(با جايگذارƽ اين توابع در معادلات . ]۳[

  :آيد دست مي همحاسبات لازم، حل سينماتيک وارون به صورت زير ب

)۴۴(  

2/12

22/1221
01

)tY,tX2tanA

tYtXJ(ta

)]()(([

]]))()([([)(

−

+±= −

 

))()(()( tY,tX2tanAta2 =  

0tγ )( =  

(.)1
0J− تابع. بسل مرتبه صفر است  تابع  معکوس Atan2  معکوس

مثبت و   دو علامت. تابع تانژانت با احتساب ربع مثلثاتي مربوطه است

. دهند منفي نيز دو پيکربندƽ در هر نقطه از فضاƽ کارƽ را نشان مي

جا  همانند حل سينماتيک وارون بسيارƽ از بازوهاƽ مکانيکي، در اين

يک دسته از اين ) ۴(  شکل. ها مشهود است ث چندگانگي جوابنيز بح

0.8yها را براƽ مسيرƽ که با  جواب 0.40.4و  = x ≤≤− 
 ]۳[دهد که از دو مود پيشنهاد شده در  شود نشان مي مشخص مي

  . استفاده شده است
  

  
  

  )بليمودهاƽ مطالعه شده ق( ١پيکربندƽ شماره ): ٤(شکل 
  

ها، يک موضوع مهم ديگر در  مطالعه نقاط منفرد يا تکينگي  

در اين نقاط دترمينان ژاکوبي، صفر و عملاً از امکان . روباتيک است

فضاƽ ) ۵(  شکل. شود حرکت مچ در جهت يا جهاتي خاص کاسته مي

با مطالعه دقيق . دهد را نشان مي)  ۲و  ۱ناحيه ( کارƽ و نقاط منفرد 

بوط به اين حالت که از دو تابع براƽ پايه فضاƽ حلهاƽ در جزئيات مر

به طور . کنند گيرد نکاتي جلب توجه مي آزمايشي يا دو مود بهره مي

همچنين بازوƽ . گيرƽ در مچ وجود ندارد مثال قابليت تغيير جهت

هاƽ حرکتي بيشترƽ نسبت به آنچه که  اƽ از قابليت مکانيکي فرافزونه

ته، برخوردار است که اين مطلب با توجه به با اين دو مود تحقق ياف

تا حدودƽ واضح ) ۵(محدوده فضاƽ کارƽ نشان داده شده در شکل 

  .شود مي
  

  
  

  )مودهاƽ مطالعه شده قبلي(فضاƽ کارƽ و نقاط منفرد ): ٥( شکل
  

گيرƽ  در واقع محدوديت تعداد و نوع توابع پايه انتخاب شده از جهت

ترƽ که در روبات وجود دارد، هاƽ حرکتي بيش مچ و يا قابليت

 براƽ اين منظور تعداد توابع پايه بيشترƽ پيشنهاد شده است. کاهند مي

  :که عبارتند از

)۴۵(  
1 2φ (s) sin(π s/2L)   φ (s) sin(3πs/2L)= =  

3 4φ (s) cos(π s/2L)   φ (s) cos(3π s/2L)= =−  
دست آوردن حل تحليلي و به فرم بسته براƽ مسأله  در اين حالت به

   لبه بر اين مشکل از روشلذا براƽ غ. سينماتيک وارون مشکل است

 ƽدر اين حالت نيز . حرکت با آهنگ ظريف استفاده شده استعدد

گيرƽ انتهاƽ روبات، براƽ هر  ها، بسته به زاويه جهت بندƽ تعداد پيکر

جهت ) ۶(  شکل. تواند بيشتر از يک باشد نقطه از فضاƽ کارƽ مي

 ƽ۴۵ گير نمونه، يک پيکربندƽ روبات را براƽ مسير قبلي و جهت

  . دهد درجه نشان مي
  

  
  

  )مودهاƽ پيشنهادƽ( ١ شماره پيکربندƽ ):٦( شکل
  

توان محدوده فضاƽ کارƽ و  با تحليل مشابه براƽ حالت دو مودƽ مي

  . بدست آورد) ۷(نقاط منفرد را مطابق شکل 
  

  
 

 )مودهاƽ پيشنهادƽ (فضاƽ کارƽ ): ٧( شکل

الت پيشنهاد شده دهد که ح نشان مي) ۷(و ) ۵(هاƽ  مقايسه شکل
منجر به گسترش بيشتر فضاƽ  ]۳[نسبت به حالت مطالعه شده قبلي 

  . کارƽ شده است
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  :شيوه دوم - ٦- ٢
مچ  گيرƽ جهت و مکاني بررسي، موقعيت مورد مسأله کارƽ براƽ قيود

نظر  در درجه ۴۵ روبات مچ گيرƽ جهت زاويه در ضمن .باشند مي روبات
براƽ  را بهينه دƽپيکربن) ۸( شکل. است شده گرفته
yمسير 0.8; 0.4 x 0.4= − ≤ ≤   .دهد مي نشان 

  

  
  

  پيکربندƽ بهينه): ٨( شکل
 

اƽ را بدون مقيد کردن مچ  هاƽ فرافزونه توان پيکربندƽ بهينه روبات مي
پيکربندƽ بهينه را براƽ مسير ) ۹(شکل . در زاويه خاص نيز پيدا نمود

 ۲/۰برابر  3γداردر محاسبات اين قسمت مق. دهد طي شده نشان مي

  .در نظر گرفته شده است
  

 
  

  پيکربندƽ بهينه بدون مقيد کردن مچ): ٩(شکل 
  

  ƽاول و دوم  شيوه بکارگير ƽدر اين کار  لذا .هستند بر زمانها
 يموجک از شبکه عصبي محاسبات در انجام تسريع براƽتحقيقي 
موزش شبکه از دو شيوه اول و لازم براƽ آهاƽ  داده .است شده استفاده

  .اند دوم حاصل شده
 

  :شيوه سوم - ٦- ٣
حل سينماتيک وارون با استفاده از شبکه عصبي  - ١- ٦- ٣

  موجکي و شيوه اول
جهت محاسبه ) ۴۵رابطه (در اين حالت از مودهاƽ پيشنهاد شده 

با توجه به پيچيدگي محاسبات، . سينماتيک وارون استفاده شده است
بنابراين جهت . ارون به صورت تحليلي وجود نداردحل سينماتيک و

ها از روش عددƽ حرکت با  رفع اين مشکل و داشتن يکنواختي در داده
براƽ تربيت بهتر شبکه عصبي، فضاƽ . گردد آهنگ ظريف استفاده مي

تابع موجک مورد . كارƽ به دو نيمه راست و چپ تقسيم شده است

گاوسي و  3aو 1a،2aهاƽاستفاده جهت آموزش شبکه براƽ پارامتر

است که با  ۲۵۶تعداد ضرائب شبکه براƽ هر سه پارامتر برابر با 
  شکل. ]۲۲[است  ۱۵کار برده شده  همحاسبه ساده تعداد تابع موجک ب

را براƽ نيمه سمت راست فضا1a  ƽتحليل رگراسيون پارامتر) ۱۰(

ها، مقادير اصلي در برابر  در اين نوع نمايش داده. دهند کارƽ نشان مي
تر به  شوند و هرچه اين نمايش نزديک مقادير تقريب زده شده رسم مي

نتايج براƽ . درجه باشد دقت تقريب بهتر بوده است ۴۵خط با زاويه 

ƽ2 پارامترهاa 3 وa خلاصه ƽنمودن   نيز بسيار مشابه است ولي برا

  .شوند مقاله در اينجا ارائه نمي
  

  
  

  )مودهاƽ پيشنهادƽ( 1aتحليل رگراسيون پارامتر ):١٠( شکل
  

پذيرƽ شبکه  کرد شبکه، تعميم براƽ درک بهتر از عمل) ۱۱(در شکل 
با  عيقوا نقاط. ƽ نشان داده شده استبراƽ نيمه راست فضاƽ کار

 "+" علامتبا  شبکه آموزش از حاصل نقاط و شکل مربعيعلامت 
دهند شبکه از  طور که نمودارها نشان مي همان. نشان داده شده است

مقدار خطا براƽ مسير ) ۱۲(در شكل . دقت بالايي برخوردار است
y 0.8; 0.4 x 0.4= − ≤ گي شکست علت. نشان داده شده است ≥

 دست هبمجزا  شبکه از دو نقطه صفر در مقدار خطا که است نمودار اين
  .تاس آمده

  

  
  

  )١مجموعه  - شيوه اول(شبکه  پذيرƽ تعميم :)١١( شکل
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  )مودهاƽ پيشنهادƽ(شبکه عصبي موجکي خطاƽ  ):١٢( شکل
  

حل سينماتيک وارون با استفاده از شبکه عصبي  - ٢- ٦- ٣
  موجکي و شيوه دوم 

 نيمه دو به را کارƽ فضاƽ ابتدا ،شبکهآموزش بهتر  جهتنيز  در اينجا
 قسمت هر براƽ شبکه آموزش به و تقسيم نموده پاييني و بالايي

 بالايي نيمه براƽ شبکه آموزش بهمقاله  اين در. است شده پرداخته
 است گير وقت و مشکل مرحله يک در شبکه آموزش. است گرديده اقدام
. نيستند برخوردار بالايي دقت از شبکه از دهآم دست هب نتايج ضمن در

 پچ و )١ هـمجموع( تـراس متـقس دو به را يـبالاي متـقس نـبنابراي
آموزش داده  مجزا اƽ شبکه کدام هر براƽ و نموده تقسيم )٢ مجموعه(

 شبكه، آموزش جهت آموزشي هاƽ  زوج نمودن فراهم براƽ. استشده 
. ه شدگرفت قرار استفاده مورد ظريف آهنگ با حرکت عددƽ روش نتايج
ƽشبکه طراحي، نمونه برا ƽآورده) ١ مجموعه( راست سمت نيمه برا 
 استفاده جهت تربيت شبکه براƽ تابع موجک مورد. است شده

ƽ2 پارامترها 1,γ γ 3 وγ ائب شبکه و تابع موجک تعداد ضر گاوسي و
) ۱۳(  شکل .است ۱۵و  ۲۵۶تيب برابر با براƽ هر سه پارامتر به تر

نتايج براƽ  .دهند مي نشانرا  1γ ارمقد براƽ رگراسيون تحليل

ƽ2 پارامترهاγ 3 وγ  خلاصه نمودن ƽنيز بسيار مشابه است ولي برا
  .شوند مقاله در اينجا ارائه نمي

  

  
  

  1γيل رگراسيون پارامترتحل): ١٣( شکل
  

پذيرƽ  نيز براƽ درک بهتر از دقت شبکه، تعميم )۱۴( شکلدر   
در شكل . شبکه براƽ نيمه راست فضاƽ کارƽ نشان داده شده است

yمقدار خطا براƽ مسير ) ۱۵( 0.8; 0.4 x 0.4= − ≤ نشان داده  ≥
  .شده است

  
 

  )١مجموعه  - ومشيوه د( شبکه  پذيرƽ تعميم :)١٤( کلش
  

  
  

  )شيوه دوم(شبکه عصبي موجکي خطاƽ ): ١٥( شکل
  

هاƽ عصبي معمولي با شبکه عصبي  مقايسه شبکه -٧
  موجکي 

هاƽ  شبکهاƽ با استفاده از هاƽ فرافزونه حل سينماتيک وارون روبات
گانه انتشار برگشتي، تابع با مبناƽ شعاعي و رگراسيون  عصبي سه

. ]۱۷[دست آمده است  هالهي ب اسي و نعمتيافته توسط حاج عب تعميم
گانه از كارآيي لازم  هاƽ سه در اين مقاله نشان داده شد که شبكه

پذيرƽ، سرعت  تعميمبرخوردارند ولي در بعضي از موارد از جمله 
هايي دارند كه با توجه به  با هم تفاوتسازƽ  آموزش و سرعت شبيه

شار برگشتي را در تحليل توان شبکه عصبي انت دست آمده مي هنتايج ب
حال  .تر از بقيه دانست اƽ مناسب هاƽ فرافزونه سينماتيک وارون روبات

 ƽجهت مقايسه شبکه انتشاربرگشتي و شبکه عصبي موجکي پيشنهاد
در اين مقاله، نتايج حاصل از شبکه عصبي انتشاربرگشتي مربوط به 

 و )۱۷(و  )۱۶(هاƽ  شکل، در 1a هاƽ اول و دوم براƽ پارامتر شيوه

نتايج براƽ . اند آورده شده )۱۹(و  )۱۸(هاƽ  شکل در، 1γبراƽ پارامتر 
نيز بسيار مشابه است ولي براƽ خلاصه نمودن مطلب ساير پارامترها 

  .شوند ارائه نمي
  

  
  

  )شبکه انتشاربرگشتي - شيوه اول( 1aرگراسيون پارامتر ):١٦( شکل
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  )شيوه اول(شبکه عصبي انتشاربرگشتي خطاƽ ): ١٧( شکل
  

  
  

  )شبکه انتشاربرگشتي - شيوه دوم( 1γرگراسيون پارامتر ):١٨( شکل
  

  
  

  )شيوه دوم(شبکه عصبي انتشاربرگشتي خطاƽ  ):١٩( شکل
  

هاƽ متناظر  ترتيب با شکل به )۱۹(تا  )۱۶(هاƽ  با مقايسه شکل  
گردد  مشخص مي ۱۵و  ۱۳، ۱۲، ۱۰حاصل از شبکه عصبي موجکي 

که  به دليل اين. که شبکه عصبي موجکي از دقت بالايي برخوردار است
عصبي انتشاربرگشتي از روش   شبکه عصبي موجکي عليرغم شبکه
وزش ـان آمـن زمـد بنابرايـکن تکرارƽ جهت آموزش استفاده نمي

ي ـار برگشتـه انتشـه شبکـبت بـاƽ نس هـل ملاحظـد قابـکه تا حـشب
نظـور از يـک کامپيـوتر بـا مشخصـات ن مـراƽ ايـب. دـياب ود ميـبهب

Dual CPU 2.00GHZ) (RAM 1.00GB,  استفاده گرديد و
مشخص گرديد که زمان آموزش شبکه عصبي موجکي نسبت به شبکه 

نيمه سمت (هاƽ حاصل از شيوه اول  هبا داد عصبي انتشاربرگشتي
يعني . يابد ثانيه کاهش مي 469.2ثانيه به  88.922، از )راست

سرعت محاسبات مسأله سينماتيک وارون، با استفاده از شبکه موجکي 
  .برابر شبکه عصبي انتشاربرگشتي است ۴۰حدود 

  گيرƽ نتيجه -٨
اƽ به  سازƽ سينماتيك بازوƽ مكانيكي فرافزونه تدا مدلدر اين مقاله اب

كمك منحني قامت انجام شد و سپس با استفاده از سه شيوه به حل 
در شيوه اول با پيشنهاد توابعي كه . سينماتيک وارون پرداخته شد

بيانگر مودهاƽ خاصي در تعريف منحني قامت هستند مدل 
اين مدل با روش عددƽ . دست آمد هاƽ ب سينماتيكي بازوƽ فرافزونه

دست آوردن حل سينماتيك وارون مورد  حركت با آهنگ ظريف براƽ به
در شيوه دوم با کمک از حساب تغييرات به تعريف . استفاده قرار گرفت
در . سازƽ جهت حل سينماتيک وارون اقدام گرديد يک مسأله بهينه

 ،ه ارائه شدهکارگيرƽ دو شيو ههاƽ حاصل از ب نهايت با استفاده از داده
اهم نتايجي كه بدين ترتيب حاصل . شبكه عصبي موجکي تربيت شد

روش عددƽ حرکت با آهنگ ظريف از دقت : شود از اين قرار است مي
ولي سرعت اين روش در کارهايي که زمان   مناسبي برخوردار است

براƽ تسريع در . آيد تا حدودƽ کم است پارامتر مهمي به حساب مي
مربوط به سينماتيك وارون و افزايش دقت محاسباتي  انجام محاسبات

عصبي موجکي استفاده گرديده و   در نقاط نزديك به تكينگيها از شبکه
 چون مقادير. برخوردار است از كارآيي لازم  نشان داده شد که شبكه

a ها که همان حل سينماتيک وارون است تابعي از زمان هستند مدل
بنابراين با استفاده از روش . ار برده شده ساختار ديناميکي داردک هب

ها را  توان حل سينماتيک وارون اين نوع روبات نگام نيز ميهيادگيرƽ ب
  .به صورت زمان حقيقي انجام داد
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