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ه شده ارائ بر پایه تئوری زوبوف خطیغیر افاین دینامیکی یهاستمیس گروهی از ناحیه جذبدیدی برای بزرگ کردن در این مقاله روش ج چکیده:
فضای  هر راستای دلخواه از را در افاین خطیکه ناحیه جذب سیستم غیر کندیماز این روش، این امکان را فراهم  آمدهدستهب کنندهکنترل. است
در این  ،همچنین ، ناحیه جذب را در یک راستا منبسط و در راستای دیگر منقبض کرد.کنندهکنترلتوسط این  توانیمحتی  .کردمنبسط ، حالت
فراهم  خطیغیر افاین یهاستمیساز  یترعیوسروی گروه  و امکان استفاده بر ود در کارهای مشابه پیشین کاهش یافتهموج یهاتیدودمحروش 

ی سیستم واندرپل روش مذکور بر رو. شوندیم، حاصل کنندهکنترل اندازه سیگنال بر اساس شرط محدود بودن ذکرشده یهاتیمحدودشده است. 
 است.ه شده دادن توانایی این روش، ارائبرای نشان  یسازهیشبو نتایج  شده اعمالو یک سیستم درجه سه 

 .یرخطیغ افاین ، سیستم، تئوری زوبوفجذبناحیه  کلیدی: هایواژه
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Abstract: In this paper, a new method based on Zubov theorem is proposed to enlarge the domain of attraction for a class of affine 

nonlinear systems. The proposed controller provides the ability to stretch the domain of attraction of affine nonlinear system in any 

desired dimension of state space. Not only that but the controller makes it possible to stretch the domain of attraction along some 

directions and compress it along others. Also the proposed approach reduces some constraints of the previous works and is capable to 

be applied to the larger class of affine nonlinear dynamic system. These constraints are based on the fact that the controller value 

must be bounded. The Simulation results on the Van der pol system and a three-dimensional system, demonstrate the efficiency of 

the proposed method. 
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 مقدمه -1

 یهاستمیسکنترل  مهم در بحث اریاز موضوعات بس یکی ،اریدیپا
 یکینامید ستمیس کیکردن  داریپا ی. براباشدیم یخطریغ یکینامید
درون  دیبا ستمیس هیاول یهاحالتحول نقطه تعادل،  یبمجان صورتبه

 .شودیمگفته  ستمیس 1جذب هیباشند که به آن، ناح یاهیناح
 یابی، مسئله رداز جمله بحث کنترل مقاوم ارینظرات بسنقطه از
جذب  هیاست که ناح ترمطلوب یستمی، سیو مسئله آشفتگ یمجانب
و  نیخمت یبرا یاریبس قاتیراستا تحق نیداشته باشد. در ا یتربزرگ

 انجام شده است. یکینامید یهاستمیسب ذج هیگسترش ناح
 زنندیم نیجذب را تخم هیکه ناح ییهاروشو کنکاش در  مطالعه

 یهاستمیسجذب  هیناح قیدق نییتع یکه برا ییهایتئور ایو 
 ییهاروشکه  کنندیمبه ما کمک  ؛وجود دارند یخطریغ یکینامید

 .میابداع کن یکینامید یهاستمیسجذب  هیناح شیافزا یبرا
 یهاستمیسدر مورد  یاساس میو مفاه یتئور [6] مرجع در

جذب و رفتار  هیناح ،، نقطه تعادلیداری، پایخطریغ یکینامید
 .اندگرفتهمطالعه قرار مورد بحث و  یخطریغ یهاستمیس

بسیار مفید  یخطریغ یهاستمیس لیدر تحل اپانوفیل یهاروش
 توانیمکه تحت آن  شودیم یطیو شرا ایارائه قضا بوده و منجر به

 عنوانبه .[2] مشخص کرد قیدق طوربه معینجذب را در موارد  هیناح
 یبرا یروش ،را نام برد که با استفاده از آن 2قضیه زوبوف توانیممثال 

 یکینامید 3افاین یهاستمیساز  یجذب گروه خاص هیناح شیافزا
 یدارد و تحت برقرار ییهاتیمحدود ،روش نی. ااست پیشنهاد شده

 .[9] باشدیم یسازادهیقابل پ نیمع طیشرا
 یهانقطهشامل  ،آمدهدستبه یممکن است قانون کنترل یگاه

وجود داشته  ییهانقطهممکن است  یعنی ؛حالت باشد یمنفرد در فضا
 ،حالت نیدر ا .[7] استنامحدود  یکنترل گنالیس ،هاآنباشند که در 

با و  است 4احتمالی هیناح کیاز  یارمجموعهیزجذب تنها  هیناح
 هیکردن ناح نهیشیب یبرا یروش، 5شیوه بازگشت به عقب استفاده از

 است. شده شنهادیجذب پ
ده بو 6معمولی هاآنکه معادله دیفرانسیل  وجود دارند ییهاستمیس

[. با 1] باشدیمقطری  ،شدهیخطو ماتریس فضای حالت سیستم 
 مسئله یافتن ناحیه ،7شدهتبدیل یک تابع لیاپانوف بهینه استفاده از

لیاپانوف تابع  ،که در آن شودیم یاهیناحافتن بدیل به مسئله یجذب ت
جذب . با بسط دادن تدریجی این تابع، ناحیه تحلیلی است ،شدهلیتبد
 .شودیمتدریجی تخمین زده  صورتبه

که  لازم است ی، گاهیکینامید یهاستمیس یطراح فرآینددر 
 نهیشیجذب آن ب هیبوده و ناح ستمیتعادل س قطه، ندلخواه یانقطه

 تبدیل یسازنهیبه مسئله کی شکلبهمسئله  ،منظور نیا یباشد. برا
 .[1] شودیمشده و سپس حل 

در  نیمع هیناح کیبه درون  ستمیحالت س یرهایمس ییهمگرا
 یهاستمیساست که در مبحث  یگری، موضوع مهم دحالت یفضا

 کاملًا ،مسئله نی. اشده استبه آن توجه  یخطریغ یکینامید

بر  یتمیالگور ،بر این اساس. ستین نیشیپ یهابحثبه  شباهتیب
جذب به درون  هین ناحییتع یبرا اپانوفیاساس استفاده از توابع شبه ل

با  یکینامید یهاستمیس ی، براحالت یاضمورد نظر در ف هیناح کی
 .[4] است هشد پیشنهاد یمعمول لیفرانسیمعادله د

نقطه تعادل  نیچند معمولًا با تحریک کم، یرخطیغ یهاستمیس
 یبر رو LQR ایو  هاقطب یابیمانند جا ییهاروشبا استفاده از  .دارند
 نیا معمولًا یول ؛کرد داریرا پا ستمیس توانیم شدهیسازیخطمدل 
 شنهادشدهیپ. روش شوندیم یجذب کوچک هیمنجر به ناح هاروش

 یداریپا نیمأت بر علاوه، 8یاضربه یهایوروداز  ، با استفاده[0]
 .داده است شیافزا زیجذب را ن هی، ناحستمیس

 یخطریغ یکینامید یهاستمیسمانند  گرید یهانهیزم در
برای  ییهاروشو  بوده تیاهم یجذب دارا هیاحن، 9CMP با شدهکنترل

 .[3] اندشدهافزایش این ناحیه پیشنهاد 
 دهیا ،دینامیکی ستمیس کی یبرا 10کنترل قانون یاستراتژ رییتغ

 طیاست که تحت شرا یبدان معن نی. اباشدیم نهیزم نیدر ا یگرید
 یگریاز قانون کنترل د طیشرا رییقانون کنترل و با تغ کیاز  نیمع

شبه با استفاده از روش  توانیم ،مثال عنوانبه استفاده شود.
 و کرد فراهم ستمیس یبرا یاهیاولجذب  هیو ناح یداریپا، یسازیخط

را  ستمیرفتار س یرهایمس، بالابهرهفیدبک  با استفاده از روش سپس
. در کرد جذب حاصل از روش اول هیبه درون ناح ییوادار به همگرا

 ،دیروش جد ؛که تنها از روش اول استفاده شده است یبا حالت سهیمقا
 .[68] کندیمفراهم  یتربزرگجذب  هیناح

خوبی  یهاجهینت 11یبیش ترتور مانند یمحاسبات یهاروشتفاده از سا
با استفاده از روش ، شنهادشدهیپاصل کرده است. در یک روش ح

 اپانوفیتابع ل ،افتهیمیتعم هیقض طیارضاء شرا قید ابو  یمحاسبات
 هیناح ،با استفاده از این تابع .استشده محاسبه  یبیتقر صورتبه

 [.66] شودیمتخمین زده  گردانخود یکینامید یهاستمیسجذب 
 یهاستمیسیک روش پیشنهادی برای تخمین ناحیه جذب  در

از  توانیمنشان داده شده است که چگونه  ،یاچندجملهدینامیکی 
 هیاز ناح ییهارمجموعهیزمحاسبه  یبرا Ehlich-Zeller یهایتئور
بر اساس استفاده از توابع  شنهادشدهیپاستفاده کرد. روش  بجذ

 یهاستمیس یآن را بر رو توانیماست و  درجه دو اپانوفیل
 .[62] برد کار به رهیچندمتغ یاچندجمله

 طیدر مح هاآن کاربرد لیدلبه یکیولوژیب یکینامید یهاستمیس
 نیخمت یبرا ییهاروشو  دارند یخاص تیهما ،و سلامت انسان ستیز

 .[69] اندشدهپیشنهاد  هاستمیس این جذب هیناح

 سیستم یک جذب هیناح و خارجی از یدرون ینیتخمبرای یافتن 
 پیشنهاد شده [67] در یامرحلهیک روش سه ،یاچندجملهدینامیکی 

محدب  یسازنهیبهمسئله  حل یک صورتبه مرحله هر ،که در آناست 
 یزمان ریخأت یداراکه  یکینامید یهاستمیس تیبا توجه به اهم. است

جذب گروه  هیناح نیتخم یبرا شدهارائهبه روش  توانیم ؛هستند
-لیاپانوف توابعاز  ،کار نی. در ا[61] اشاره کرد هاستمیس نیا از یخاص
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 یبر رو شنهادشدهیپاستفاده شده است. روش کراسوفسکی 
آن  جیو نتا یسازهیشبسرطان خون  یکینامیمانند مدل د ییهاستمیس
 شده است. دییأت

است که به ساختار درونی آن  یادهیپد ،کنندهکیتحراشباع شدن 
 یهاقیتحقثیر این پدیده بر روی ناحیه جذب مورد أت. شودیممربوط 

از نتایج،  یانمونه عنوانبهاخیر قرار گرفته است.  یهاسالفراوان در 
با عملگر دلتا و  ییهاستمیسبه روشی اشاره کرد که برای  توانیم

[. این روش، ناحیه 61] ، پیشنهاد شده استکنندهکیتحراشباع در 
 .کندیمجذب و همچنین سرعت همگرایی مسیرهای حالت را بیشینه 

 یرخطیغ یهاستمیسکنترل  یهاروشکنترل مد لغزشی یکی از 
و نامعینی در  تیقطع عدمبرای مواجهه با  توانیماست. از این روش 

روشی برای تخمین ناحیه جذب  [64] در سیستم استفاده کرد.
 ،با تحریک کم یهاستمیسبرای گروهی از  یمد لغزشسیستم کنترلی 
 ارائه شده است.

که هر کدام  هستند ییهاروش ،هاقیتحقهمه این  جهینت
هنوز  ،بذج هیناح شیافزا خود را دارند و مسئله ژهیو یهاتیمحدود

 یترشیب یهاقیتحق ازمندین نهیزم نیحل نشده و ا یکل صورتبه
 .است

. باشدیمزوبوف  یمقاله بر اساس تئور نیدر ا شدهانجام کار
را  کنندهکنترل یخطریغ افاین ،یکینامید ستمیس یبرا گر،ید عبارتبه

 زوبوف برآورده شوند. هیقض طیکه شرا میاکرده یطراح یطور
 9داده شده و در بخش  حیزوبوف توض یتئور ،مقاله 2بخش  در
شده است. در بخش  هئارا کنندهکنترل یطراح یبرا یشنهادیروش پ

 ستمیسیک و معکوس  12واندرپل یهاستمیس یروش مذکور بر رو، 7
آن نشان داده شده  یسازهیشبحاصل از  جیاعمال شده و نتا 9درجه 

 مقاله بیان شده است. یریگجهینت، 1در بخش  تیدرنها .است

 [2] زوبوفتئوری  -2

 طیشرا یسر کیآوردن  دستبه یبرا اپانوفیل ی، از تئوریتئور نیدر ا
 طیشرا نیاگر ا. جذب استفاده شده است هیناح کردنمشخصجهت 

به  ،. در ادامهشودیم نییتع قیدق صورتبهجذب  هی، ناحبرقرار باشند
 .میپردازیمزوبوف  یتئور حیتشر

)تابع مثبت معین دیکن فرض )v x مجموعه وG  و تابع f x  در

 :صدق کنند ریز طایشر

(6) 
  

 

0 ( ) 1nG v

f

   



x x

x x
 

) مانند ینیکه تابع مثبت مع دیفرض کن ،همچنین )h x  وجود
 :که یاگونهبه ؛دارد

(2) ( ) ( )(1 ( ))n v
f h v




     x x x x

x
 

یک  Gاگر  ،صورتنیا در ؛( برقرار باشند2( و )6اگر شرایط )
مقدار  Gهیعضو مرز ناح x هر یازابه گاهآن ؛بسته باشد فضای

( ) 1v x اگر  خواهد بود وG (9رابطه ) نباشد، یک فضای بسته 
 .برقرار است

(9) lim ( ) 1v



x

x  

 طیدر شرا یستمیکه اگر س کندیمزوبوف ثابت  یتئور ،تینها در
 نیابنابر .باشدیم ستمیجذب س هیناح Gمجموعه  ؛صدق کند ذکرشده
گاه تمام آن ؛باشد G عضو مجموعه 0x ستم،یس هیولا طیاگر شرا

x نقطه تعادل سمتبه یمجانب صورتبه ستمیس یهاحالت همگرا  0
 خواهند شد.

 کنندهکنترلروش طراحی  -3
در تمامی مقاله، منظور از ناحیه جذب، ناحیه جذب مربوط به نقطه 

x ، حالت در این مقاله شدهدرنظرگرفتهسیستم دینامیکی است.  0
فرض  (7) صورتبه است که Affineدینامیکی  یهاستمیسخاصی از 

 .شودیم

(7)    1 2 1 2( ) ( ) ... ( )
T T

n kf f f g g g u   x x x x 

  1,2,...,k n ; kg   

1 ،که در آن 2, ,..., nf f f  متغیر حالت سیستم  حسب برتوابع اسکالر
( )x .هستندu قانون کنترل وn .درجه سیستم است 

 یهاستمیس از یتریکلتحقیق بر روی شکل  ،ترتیببدین
، [9]که در تحقیق مشابه پیشین  یحال در ؛شودیمدینامیکی انجام 

 در نظر گرفته شده است. هاستمیساز این  فرم محدودی

استفاده از قضیه  و مناسب تابع لیاپانوفدر این مقاله با انتخاب 
مربوط به یک  که ناحیه جذب شودیمطراحی  یاکنندهکنترل، زوبوف
را افزایش ( 7)به فرم  دینامیکی یهاستمیس تعادل دلخواه در نقطه

 شکل ناحیه جذب تواندیم پیشنهادی کنندهکنترل ،. همچنیندهدیم
را حذف [ 9]در تحقیق  جادشدهیامهم  یهاتیمحدودرا تغییر دهد و 

 به فرم هاستمیسبر روی کلیه پیشنهادی  کنندهکنترل ،تیدرنهاکند. 
 .قابل اجرا خواهد بود( 7)

 .میکنیمانتخاب  (1) صورتبهرا  تابع لیاپانوف

(1)   1 2

1 1 2

n
i n

i i n

x x x x
v

a a a a

     x  

  0ia   
 

مشتق تابع  v x باشدیم (1) صورتبه نسبت به زمان. 
 

(1)  
     1 2

1 2

n

n

sign x sign x sign xv
v

a a a





 
      

 
x x

x
 

 

 
        1 2 1 2

T T

n nf f f g g g u         x x x 

 .میکنیم( بازنویسی 4رابطه ) صورتبه( را 1رابطه )

 
 

 
 

1 1

n n
i i

i i

i ii i

sign x sign x
v f u g

a a 

  x x  (4) 
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 (0) صورتبهرا  uقانون کنترل با برقراری شرایط قضیه زوبوف، 

 .میآوریمدست هب

(0)       1v h v  x x x  
 

با انتخاب    h vx x  میرسیم( 3) رابطهبه. 

 

(3)  
 

 
2

1 1 1 1

n n n n
i i i i

i i

i i i ii i i i

sign x sign x x x
f u g

a a a a   

 
      

 
   x  

 .گرددیمحاصل  (68) صورتبهقانون کنترل  ،تیدرنها
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x xsign x
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x

  (68) 

 

( 68) از معادله آمدهدستبه uاین بدان معنی است که با اعمال 

بسته در شرایط قضیه زوبوف صدق ، سیستم حلقه(7)بر روی سیستم 

سیستم  در أتعادل مبد نقطهمربوط به  ناحیه جذب ،بنابراین .کندیم

 .( است66مطابق رابطه ) G، مجموعه بر قضیه زوبوف بنا شدهکنترل

 

(66)   
1

0 1 1
n

n n i

i i

x
G v G

a

  
        

  
x x x   

 

بعدی است که  n –یک فضای بسته  ،آمدهدستبهناحیه جذب 

. این فضا را باشدیمیا لوزی  مربع شکلبهتصویر آن در هر دو بعد 

ia  با تنظیم توانیم , ,...,i n12  زانیمبهمختلف و  یهاجهتدر 

 دلخواه تغییر داد.

سیگنال کنترلی باید محدود باشد. برای این  مقدار بدیهی است که

 :ست رابطه زیر برقرار باشدا کافی ،ورمنظ

(62)  

1

0
n

in

i

i i

sign x
x G g

a

     

ia توانیم(، 7ای هر سیستم دینامیکی به فرم )یهی است که بربد

 1,2,...,i n  همواره برقرار فوق طوری انتخاب کرد که شرط را

 .گردد

(، در 68رابطه ) صورتبهکه با انتخاب سیگنال کنترلی یننکته ا

تابع لیاپانوف برای سیستم  ؛( برقرار باشد62که ) ییهاستمیس

 .است ریپذمشتق وستهیپ صورتبه بستهحلقه

 سازیشبیه -4

 یهاستمیسدر این مقاله بر روی  شدهمطرح، روش در این بخش

[، 1] شده از مرجعتخراجاس 9 یک سیستم درجه معکوس واندرپل و

 .شودیمه و نتایج آن ارائ یسازادهیپ

 سیستم معکوس واندرپل -4-1

زیر است که  صورتبهواندرپل معادله دیفرانسیل سیستم معکوس 
uناحیه جذب آن برای  0  آورده شده است. 6در شکل 

(69) 1 2 1

2

2 1 2 1 2 20.2 0.2

x x g u

x x x x x g u

 

    
 

رابطه با استفاده از روش پیشنهادی ) آمدهدستبه uقانون کنترل 
برای  بستهاست و ناحیه جذب سیستم حلقه (67) صورتبه(( 68)

,مقادیر  , ,g g a a   1 2 1 23 1 4 شده  دادهنشان 2در شکل  4
 است.

(67) 
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  که در آن:

 2

1 2 2 1 2 1 2; 0.2 0.2 ; ; 1,2if x f x x x x g i         
 

 
uواندرپل برای  معکوس : ناحیه جذب سیستم1شکل  0  

 

 
واندرپل برای معکوس : ناحیه جذب سیستم حلقه بسته2شکل 

, , ,g g a a   1 2 1 23 1 4 4  
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با تغییر مقادیر  توانیم ؛شد که ذکر طورهمان 1,2  ii a  در

ناحیه جذب  ،عنوان مثالبه. شکل ناحیه جذب را تغییر داد( 67رابطه )
,بسته برای مقادیر سیستم حلقه , ,g g a a   1 2 1 23 1 1 در  4

 آورده شده است. 9شکل 
 

 
: ناحیه جذب سیستم حلقه بسته معکوس واندرپل برای3شکل 

, , ,g g a a   1 2 1 23 1 1 4  

 

 [5از مرجع ] شدهاستفاده 3درجه  سیستم -4-2

که ناحیه  است (61مطابق رابطه ) ذکرشده سیستم دیفرانسیل معادله
uجذب سیستم برای  0  است. نشان داده شده 7در شکل 

(61) 
1 2 1

2 3 2

3 3 3

3 1 2 3 1 2 3 33 3 2

x x g u

x x g u

x x x x x x x g u

 

 

       

 

 
u ( با11) یبعدسه: ناحیه جذب سیستم 4 شکل 0  

 
و  است (61) صورتبهاز روش پیشنهادی حاصل uقانون کنترل

, یبرا جذب ناحیه , , , ,g g g a a a     1 2 3 1 2 34 2 1 2 2 2 

 است. آورده شده 1 در شکل

(61) 
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 :که در آن

 
 

3 3 3

1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3;  ;  3 3 2f x f x f x x x x x x          

 
برای ( 11) یبعدسه حلقه بسته : ناحیه جذب سیستم1شکل 

, , , , ,g g g a a a     1 2 3 1 2 34 2 1 2 2 2  

 
با تغییر مقادیر  1,2,3  ii a شکل ناحیه جذب را  توانیم

برای مقادیر بسته جذب سیستم حلقهناحیه  ،عنوان نمونهتغییر داد. به

1 2 3 1 2 31, 0, 0, 1, 0.5, 0.5g g g a a a      ، در شکل
 آورده شده است. 1

 

 
برای( 11) یبعدسهجذب سیستم حلقه بسته : ناحیه 6شکل 

1 2 3 1 2 31, 0, 0, 1, 0.5, 0.5g g g a a a       
 

 گیرینتیجه -5

 بخشالهام ،دینامیکی یهاستمیسناحیه جذب  تئوری زوبوف در زمینه
 یهاستمیسایش و تغییر شکل ناحیه جذب برای افز ییهاروشیافتن 

با استفاده از تئوری مذکور، ، است. در این مقاله خطیغیردینامیکی 
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 یهاستمیساز  یاگستردهناحیه جذب گروه  برای بزرگ کردن یروش
رای افزایش ناحیه علاوه بر ارائه روشی ب. ه استشد دینامیکی پیشنهاد
نداشته باشد  یامحدودکنندهشرط  شدهارائها روش ت جذب، تلاش شد

 ،کاهش یابد. همچنینن تعداد ممک نیترکمبه  هاشرطاین  ،و یا حداقل
که شکل ناحیه جذب را  کندیماین امکان را فراهم  ،شنهادشدهیپروش 

روی  بر شدهانجام یهایسازهیشبدر در راستاهای دلخواه تغییر داد. 
کارآمدی و نتایج ، 9سیستم درجه  یک واندرپل و معکوس یهاستمیس

 .شودیممشاهده  روش پیشنهادی
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